
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the file s We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can't off er guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's Information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books white helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll text of this book on the web 



at |http : //books . google . com/ 




über dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Regalen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfügbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 

Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nutzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nichtsdestotrotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 

Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google -Markenelementen Das "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser Welt zu entdecken, und unterstützt Autoren und Verleger dabei, neue Zielgruppen zu erreichen. 



Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter http : //books . google . com durchsuchen. 



B 



SCIENCE CENTER LIBRARY 




FROM THE 

FARRAR FUND 

The bequest of Mrs. Elisa Farrar in 
memory cf her husband, John Farrar , 
Hoüis Professor of Mathemaiiee, 
Aetronomy and Natural PkUoeophy, 
1807-1836 



H. DURfiGE 

THEORIE DEE 
ELLIPTISCHEN FUNKTIONEN 

IN FÜNFTER AUFLAGE NEU BEARBEITET 

VON 

LUDWIG MAÜBER 

MIT 36 FIGUEEN IM TEXT 



LEIPZIG 
DBUCK UND VEBLAG VON B. G. TEÜBNEB 

1908 






OCT20 1927 



AI<LB BECHTB, 
XIN8CHLIE8SLICH DBS ÜBEBSSTZUNGSBECHTS, TOBBBHAIiTBlT. 



Vorrede. 

Wie die Funktionentheorie habe ich auch die Theorie der ellip- 
tischen Funktionen von Dur^ge yoliständig neu bearbeitet. Es war 
dies schon aus dem Grunde nicht zu umgehen, weil in Du reges Werk 
die grundlegenden Arbeiten von Weierstrafi keinerlei Ber&cksich- 
tigung gefunden haben. 

Bei der Darstellung der Theorie der elliptischen Funktionen kann 
man entweder von der Theorie der doppeltperiodischen Funktionen 
oder von der Theorie der elliptischen Integrale ausgehen. Der erstere 
Weg ist der kürzere; ich habe aber trotzdem den letzteren gewählt. 
Er empfiehlt sich dadurch, dafi er dem Gang der historischen Ent- 
wicklung folgt, und er bietet außerdem den Vorteil, daß er dem An- 
fänger das Verständnis für Biemanns Theorie der algebraischen 
Funktionen eröfihet. Überdies entspricht meiner Ansicht nach eine 
diesen Weg einschlagende Darstellung mehr einem praktischen Bedürf- 
nis, denn an Darstellungen der Theorie der doppelt periodischen Funk- 
tionen herrscht kein Mangel. 

Es erschien mir zweckmäßig, mit einer elementaren Darstellung 
der Theorie der elliptischen Integrale und Funktionen zu beginnen. 
Sie zeigt, wie die Integralrechnung mit Notwendigkeit zu denselben 
führt. Die Schwierigkeiten, auf die man stößt, sobald man komplexe 
Werte der Variabein in Betracht zieht, führt dann naturgemäß dazu, 
von den «Methoden der Funktionentheorie Gebrauch zu machen. 

Die Theorie der Teilung und Transformation und die Theorie 
der Modulfunktionen sind so eng mit der ganzen Entwicklung der 
modernen Mathematik verknüpft, daß ich es fdr unumgänglich gehalten 
habe, wenigstens die Grundlagen derselben ausführlich zu behandeln. 

Man kann diese Theorien nicht übersichtiich darstellen, ohne von 
den Grundbegriffen der Gruppentheorie Gebrauch zu machen, man 
reicht aber — wenigstens für die hier verfolgten Zwecke — mit wenigen 
Definitionen und Sätzen aus. Ich habe sie in einem kurzen Kapitel 
zusanmiengestellt. 

Dem Zweck des Buches entsprechend habe ich das Maß der Vor- 
kenntnisse, die ich voraussetze, möglichst beschränkt: außer den Ele- 
menten der Differential- und Integralrechnung werden in den ersten 
fünf Abschnitten nur die einfachsten Sätze der Funktionentheorie 
benutzt, in den letzten beiden Abschnitten werden außerdem die Ele- 
mente der Zahlentheorie und die einfachsten Sätze aus der Theorie der 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung als bekannt vorausgesetzt. 

Bezüglich der benutzten funktionentbeoretischen Sätze habe ich 
überall auf die von mir herausgegebene Funktionentheorie Dureges 
verwiesen. Ich zitiere sie mit F. Th. 

Um den Gebrauch des Buches zu erleichtem, habe ich die wich- 
tigsten Formeln am Schluß zusammengestellt. 

München, im Oktober 1907. L. Maurer. 
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Erster Abschnitt. 
Elementare Theorie der elliptischen Integrale. 

§ 1. Deflnitloii der elliptischen Integrale. Die ein- 
fachsten Integrale ; mit denen man es in der Integralrechnung 
zu tun hat; sind die Integrale der rationalen Funktionen einer 
Variabein x, Sie lassen sich bekanntlich durch rationale Funk- 
tionen , Logarithmen und zjklometrische Funktionen aus- 
drücken. Wenn wir uns nicht auf reelle Werte der Variabein 
beschränken, sondern auch komplexe Werte derselben in Be- 
tracht ziehen, so können wir die zy klometrischen Funktionen 
durch Logarithmen ausdrücken. Die Integration rationaler 
Funktionen führt somit nur zu einer Klasse transzendenter 
Funktionen, den Logarithmen. Wären diese nicht Ton früher 
her bekannt gewesen, so hätte die Integralrechnung mit Not- 
wendigkeit zu ihnen geführt. 

Die nächst einfachen Integrale sind die Integrale Ton 
rationalen Ausdrücken, die außer von der Variabein x noch 
von einer Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion ersten 
oder zweiten Grades von x 

s «= YaQX^ + 2aiX + a, 

abhängen. Da sich die Größen x und s als rationale Funk- l 

tionen einer und derselben Hilfsvariabeln y darstellen lassen, 
so ist das Integral einer rationalen Funktion der Größen x 
und s gleich dem Integral einer rationalen Funktion von y, 
daher führen die in Rede stehenden Integrale zu keiner neuen 
Transzendenten. 

Wesentlich anders verhält sich die Sache, wenn unter 
dem Integralzeichen die Wurzel aus einer ganzen Funktion 
von höherem als dem zweiten Grade auftritt. Mit dem ein- 

Daröge-Maurer, elliptUohe Funktionen. 5. Aufl. 1 



2 § 2. Die drei Grattungen elliptischer Integrale. 

fachsten von den sich darbietenden Fällen — dem Fall^ daß 
die Funktion unter dem Wurzelzeichen vom dritten oder vierten 
(Jrade ist — werden wir uns im folgenden beschäftigen. 
Es sei eine ganze Funktion vierten Orades 

f{x) ^ «0^ + ^<^x^ + QcfiX^ + 4a^x + a^ 

= a^ix - a^) (x — a^{x — a^) {x — aj 

vorgelegt. Wir setzen zur Abkürzung 

und bezeichnen mit R(Xf s) eine beliebige rationale Funktion 
der angezeigten Argumente. Das allgemeinste Integral^ mit 
dem wir uns zu beschäftigen haben^ hat die Form 

J R{XyS)dx. 

Man nennt dieses Integral ein elliptisches Integral und dem- 
entsprechend das Differential 

R(xy s) dx 

ein elliptisches Differential. Der Name rührt daher, daß die 
Rektifikation der Ellipse zu einem Integral dieser Form führt. 
Wenn die Gleichung f{x) =» zwei gleiche Wurzeln be- 
sitzt^ so läßt sich R als rationale Funktion der Yariabeln x 
und einer Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion zweiten 
Grades von x darsteUen; dieser Fall bietet kein Interesse und 
wir schließen ihn deshalb ein für allemal aus. Im übrigen 
unterliegen die Koeffizienten der ganzen Funktion f{x) keiner 
Beschränkung. Wir lassen insbesondere die Möglichkeit offen, 
daß der erste Koeffizient a^ verschwindet, daß sich also f{x) 
auf eine ganzen Funktion dritten Grades reduziert. 

§ 2. Die drei Oattangen elliptisoher Integrale. 

Die erste Aufgabe, die wir zu erledigen haben, ist die das all- 
gemeine elliptische Integral 

J R{x, s)dx 

auf einfachere Integrale zurückzufahren 



§ 2. Die drei Gattungen elliptischer Integrale. 3 

Weil die Größe s^ rational durch x ausgedrückt Werden 
kann, so läßt sich die Funktion R in der Form 

^ A + B8 

darsteUen, wo A, B, C, D ganze rationale Funktionen von x 
bedeuten. Wir multiplizieren im Zähler und Nenner mit 

(C-Ds)s 

und können nach einer leichten Reduktion R in die Form 

ü L + Ms 1 

N 8 

setzen, wo L, M, N ebenfalls ganze rationale Funktionen von 
X bedeuten. Das Integral 



/: 



§dx 



läßt sich auf Logarithmen und zyklometrische Funktionen zu- 
rückfahren, wir haben es also nur noch mit dem Integral 



Cl dx 

JNT 



zu tun. Die rationale Funktion 

L 

N 



zerlegen wir in eine ganze und eine echt gebrochene Funktion 
und die letztere zerfallen wir in Partialbrüche. Wir gelangen 
dadurch zu einer Zerlegung des Integrals I in eine Summe 
von Integralen von folgenden Typen 



(1) u-ß-f 

(2) P,=/ 

(3) ö«-/( 



a^dx 
9 

dx 



{x—cfs 



Hier bedeutet n eine positive ganze Zahl. 

Die Integrale P,, deren Index > 2 ist, lassen sich auf 
die Integrale Uy Pj und P, zurückführen. 



4 § 2. Die drei Gattungen elliptiBcher Integrale. 

Aus der Gleichung 
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2ss'-f(a;) 


folgt 
Folglich 


ist 




s' 


2« ■ 


da;"-»« 

dx ~ 


= (n- 


-3)a;"- 


-*s + a;" 


-V 




2(n- 


-8)«"- 


■V(a;) + a; 


-V'(a:) 



- \s ~ ~ 

Durch Integration ergibt sich hieraus die Gleichung 
(n - l)ao-P, + (4n - 6)aiP„_, + (6» - 12)o,P._, + 

+ (4n - 10)a8P,_, + (n - 3)a,P,_, 
= af""»« + Konst. 

(n = 3,4,5...). 

Unter Benützung dieser Kekursionsformel können wir das 
Integral P^ durch die Integrale 

und eine rationale Funktion der Größen x und s ausdrücken. 
Für die Integrale Q^ können wir ebenfalls eine Rekursions- 
formel aufstellen. Wir gehen von der Gleichung aus 

.. (^- cr_i' _ _ /^ _ 1) « , ^:(^) 

dx ^ {i^ — cf 2(a; — c)""^« 

= -^{n-l)f{x) + {x^c)f\x) 
2{x — cfs 

und entwickeln den Zähler auf der rechten Seite dieser 

Gleichung nach Potenzen von x — c. Wir erhalten 

s 



I [2(« - l)f{c) + ^^f(c)ix-c) + '-^-^r(c)(x-cy 



§ 2. Die drei Gattungen elliptischer Integrale. 
Durch Integration ergibt sich hieraus die Gleichung 



(5) 






12 ' V"/"«^»-» ' 24 



= — -— i + Eobst. 

(n = 2, 3,4...). 



Beim Gebrauch dieser Formel müssen wir unterscheiden, ob 
die Konstante c eine Wurzel der Gleichung f(x) = ist oder 
nicht. Wenn der letztere Fall eintritt, so können wir das 
Integral Q^ auf die Integrale 

n C dx ^ jj ^ ( *{x — c)dx ^ ( *{x — cyd x 

zurückf&hren; die Integrale Q.^ und Q_^ lassen sich durch 
die Integrale P^, P^ und ü ausdrücken. Es tritt also zu den 
Integralen (4) nur noch das Integral 

hinzu. 

Nehmen wir nun an, die Konstante c sei Wurzel der 
Gleichung f{x) = 0; es sei etwa 

Unter dieser Voraussetzung fällt in der Gleichung (5) das 
erste Glied auf der rechten Seite weg; wir können daher nicht 
nur, wie in dem eben behandelten Fall das Integral Q„ auf 
die Integrale 

Qi Pi P, U 

zurückführen, sondern wir erhalten, wenn wir « = 2 setzen, 
auch noch die Belation zwischen diesen Integralen: 

(') irMfj4%-. - hr-Mf^^^ + 



6 § 2. Die drei Gattungen elliptischer Integrale. 

Nun ist 

lr(«0 (X - a,) + l,f^"\a,) ix - u,y 

= 2(00«! + «i) (x — a^) + Oo(a; - a^* 

= (ojic* + ittiX + Oj) — (a^a* + ^a^Oi + o») 

Substituieren wir diesen Ausdruck in (7), so folgt 

h Konst. 

Das Integral 



w ä/ 



f\x)dx 



8 



laßt sich durch die Integrale (4) P^, Pg und U ausdrücken; 
es ist aber zweckmäßiger umgekehrt P^ durch P^^ U und das 
Integral (9) auszudrücken. 

Das Integral P^ läßt sich mittels eines Grenzübergangs 
auf das Integral Q^ (6) zurückführen^ es repräsentiert also 
keinen selbständigen Typus« Es ist nämlich 

folglich 

lim (c«^i + cCT) = -f~ = - A- 

Das allgemeine elliptische Integral läßt sich somit — 
wenn wir von rationalen Punktionen und Logarithmen absehen 
— auf dreierlei Integrale zurückführen: 

das Integral erster Gattung J7=/--, 

das Integral zweiter Gattung / — — , 

das Integral dritter Gattung 1 r _ \ ' 

Die Integrale erster und zweiter Gattung hängen nur 
von den Koeffizienten der Funktion f{x) ab, das Integral 
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dritter (Gattung hängt außerdem noch von dem Para^ 
meter c ab. 

Bei allen drei Integralen lassen wir vorerst die Inte- 
grationskonstante unbestimmt. Es ist femer zu bemerken, 
daß ein jedes der drei Integrale^ ohne daß sein Charakter im 
wesentlichen geändert wird^ noch mit einer beliebigen Eon- 
stanten multipliziert werden kann. Zu den Integralen zweiter 
und dritter Gattung kann überdies noch das mit einer be- 
liebigen Eonstanten multiplizierte Integral erster Gattung 
addiert werden. 

Um zu allgemein gültigen Resultaten zu gelangen^ dürfen 
wir die Eoeffizienten der Funktion f(x) nicht als ein für alle- 
mal numerisch festgelegte Eonstante betrachten, sondern wir 
müssen sie als verfügbare Parameter ansehen. Da ist es nun 
wichtig, durch geeignete Transformationen dafür zu sorgen, daß 
die Anzahl der in Betracht zu ziehenden Parameter möglichst 
klein wird. Diese Aufgabe werden wir zunächst erledigen. 
Wir können uns dabei offenbar auf die Transformation des 
Integrals erster Gattung beschränken. 

§ 3. BinfUining einer neuen Variabein. An Stelle 
der Variabein x führen wir mittels der Substitution 

(1) x^^-^i:^\ 

eine neue Variable y ein. Die „Substitutionsdeterminante" 

(2) r^pq-p'q 

darf nicht verschwinden, im übrigen unterliegen die Sub- 
stitutionskoeffizienten keiner Beschränkung. 

Wenn die Gleichung (1) gegeben ist, so sind die Sub- 
stitutionskoeffizienten nur bis auf einen gemeinsamen Pro- 
portionalitätsfaktor m bestimmt. Ist auch noch die Substi- 
tutionsdeterminante r gegeben, so ist der Faktor m bis aufs 
Vorzeichen bestimmt. Bei den folgenden Betrachtungen spielt 
dieses Vorzeichen keine Rolle, wir können daher zwei Systeme 
von Substitutionskoeffizienten, die sich nur dadurch unter- 
scheiden, als nicht wesentlich verschieden ansehen. 

Der Gleichung (1) können wir eine einfache geometrische 
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Bedeutung unterlegen: verstehen wir unter x und y AbsziBsen^ 
die auf einer festen Geraden von einem festen Punkt aus ge- 
zahlt werden, so stellt die Gleichung (1) eine projektive Be- 
ziehung zwischen den Punktreihen {x) und (y) her. Der An- 
schaulichkeit wegen machen wir im folgenden von der Be- 
zeichnungsweise Gebrauch, die diese geometrische Interpretation 
an die Hand gibt. 

Wir führen die Substitution (1) in f{x) aus und setzen 

F(if) ist eine ganze Funktion vierten Orades von y; wir setzen 

(4) F(y) = h,y' + 4.by + 6b,y' + U,y + b^. 

Diese ganze Funktion F(jf) bezeichnet man als „Trans- 
formierte" der Funktion f{x). 

Lassen wir y unbegrenzt wachsen, so folgt aus (3) mit 
Rücksicht auf (4) 

oder 

(5) 6o = ^oP^ + 4aiP«g -f Qa^p^q^ + 4:asPq^ + a^q^ 

- a^(jp - a^q) (p - cc^q) (j) - a^q) (p - a^q) . 
Den Nullpunkten a^ der Gleichung f(x) = entsprechen die 
Nullpunkte ß^ der Gleichung F(f/) «= 0. Es ist daher wegen (1) 

(6) "^-^iT/ (»'=1'2,3,4), 
woraus 

folgt. 

Wegen (1) ist 

X "~~" C*-. ^^ I # ' ' 

'' ^y + q 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf (7) 



X — a^ 



^y + i 
Demnach ist 



Fv(y-/Jj. 



«.//(i'-3«.)/7(y-ft) 

f{x) = a, IJix - a,) (gy + gy' 



§ S. Emfühmng einer neuen Yariabeln. 9 

Mit Rücksicht auf (3) und (5) folgt 

(8) F{y) = &o (» - ft)(y - A)(y - A)(y - ß^- 

Wenn der Quotient — gleich der Wurzel cc^ iet, so wird 

die Wurzel ßi unendlich (7) und der leitende Koeffizient b^ 
der Funktion F(jf) verschwindet (5). 
Aus der Identität (s. (5) und (8)) 

60»*+ 46iy»+ 66,y«+ U^y + \ 

= »oft (|- - i)(y - A)(y - A)(y - /»J 

folgt 

(9) liniMi=-~46i. 

Umgekehrt folgt aus (5); daß der leitende Koeffizient \ nur 
verschwinden kann, wenn eine der Wurzeln ß^ unendlich wird. 

Wir legen uns nun die Frage vor: welche Bedingungen 
müssen zwischen den Wurzeln a^ und ß^ bestehen, damit bei 
geeigneter Wahl der Substitutionskoeffizienten die Gleichungen 
(6) und (7) bestehen können. 

Aus (7) folgt mit Rücksicht auf (2) 

Folglich ist mit Rücksicht auf (5) 

(10) 6o(A - A)(A - ßd - r^^ifh - ^)(«s - «4> 

Für die rechts auftretende Wurzelfunktion und die beiden 
analogen Funktionen, die sich durch Permutation der Wurzeln 
ergeben, fahren wir eigene Bezeichnungen ein. Wir setzen 

(11) B = a^{a^ - «3)(ß4 - «,) 

Die Bezeichnung ist so gewählt, daß bei zyklischer Ver- 
tauschung der Indizes 2, 3, 4 auch die Größen Ä, B, G zyklisch 
vertauscht werden. 

Die Größen A^ B, C genügen, wie man sich leicht über- 
zeugt, der Gleichung 

(12) A + B+C^O. 
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Die Größen, in die Ä, B, C übergehen, wenn man a^ 
durch &o und eine jede der Größen a^ durch die entsprechende 
Größe ß^ ersetzt, bezeichnen wir mit A\ JB', C. 

Bei Benützung dieser Bezeichnung können wir die Glei- 
chung (10) und die beiden Gleichungen, die durch zyklische 
Vertauschung der Indizes 2, 3, 4 aus derselben hervorgehen 
in der Form 

(13) A^r^Ä, B^r^B, C^^r'C 

schreiben. 

Man bezeichnet die Größen Ä, B, (7, weil sie sich bei der 
Transformation (1) nur um einen Faktor ändern, der von den 
Koeffizienten der ganzen Funktion f(x) unabhängig ist, als 
„Invarianten". 

Die Gleichungen (13) sind wegen (12) nur zwei unab- 
hängigen Gleichungen äquivalent. Daher sind die Gleichungen, 
die man durch Elimination von r^ erhält, alle mit der Gleichung 

(14) i=i 

gleichbedeutend. 
Der Quotient 

(15) ^ =• - 4 = -"'-■^ : ^^-^ 

stellt bekanntlich das Doppelverhältnis der vier Punkte cc^cc^a^a^ 
dar. Die Gleichung (14) ist daher der Ausdruck des bekannten 
geometrischen Satzes, daß das Doppelverhältnis von vier 
Punkten einer Punktreihe gleich dem Doppelverhältnis der 
entsprechenden Punkte in einer projektiven Punktreihe ist. 

Bei unseren Betrachtungen über Transformation haben wir 
es fortwährend mit Doppelverhältnissen zu tun. Wir wollen 
deshalb dafQr eine abkürzende Bezeichnung einführen. Wir 
setzen 

(16) k ^ = («lOs^a«*)- 

Die Gleichung (14) drückt die notwendige und aus- 
reichende Bedingung dafür aus, daß die vier Gleichungen 
(6) miteinander verträglich sind. Zum Beweis setzen wir die 

Gleichung 

(«1- «,) («, - X) _ (P,_- ft) (ß, -y) 
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an, durch deren Auflösung sich eine Gleichung der Form (1) 
ergibt. Es ist ohne weiteres ersichtlich, daß auf Grund dieser 
Gleichung den Punkten c^o^o^ beziehungsweise die Punkte 
ßißißs entsprechen. Daß auch dem Punkte a^ der Punkt ß^ 
entspricht, folgt aus (14). 

§ 4. Das SoppelverUltnls. Das Doppelverhältnis 
(GL (16) des vorigen Paragraphen) 

X 5 =- («1«8«8«4) 

hängt von der Anordnung der vier Punkte a^ ab. Um den 
Zusammenhang zwischen den Werten, die es annehmen kann, 
zu übersehen, müssen wir die Änderungen untersuchen, die die 
Größen Ä, B, C erfahren, wenn die Größen a^ permutiert 
werden. 

Den folgenden vier Permutationen entsprechen dieselben 
Werte der drei Größen -4, B, C (s. GL (11) des vorigen Para- 
graphen) 



(1) 



Wenn eine beliebige Permutation der vier Punkte a^ vor- 
gelegt ist, so können wir mittelst einer der Yertauschungen, 
die sich aus der vorstehenden Tabelle ergeben, den Punkt a^ 
an die erste Stelle bringen. Da bei dieser Vertauschung keine 
der Größen A, JB, C ihren Wert ändert, brauchen wir nur die 
Permutationen der drei Punkte c^cc^a^ in Betracht zu ziehen. 

Wie schon im vorigen Paragraphen (unter (11)) bemerkt 
worden ist, erfahren bei zyklischer Vertauschung der Punkte 
«2 «8 «4 auch die Größen A, B, C eine zyklische Vertauschung. 
Vertauschen wir die Punkte cc^ und «g, so treten an Stelle der 
Größen A, B, C beziehungsweise die Größen — B, — A, — G. 

Aus diesen beiden Vertauschungen lassen sich alle übrigen 
zusammensetzen. Der Sachverhalt läßt sich noch einfacher 
darstellen, wenn wir an Stelle der Größen A, B, C die Diffe- 
renzen 



«1 


«t 


«j 


«4 


«« 


«1 


«4 


«» 


«fj 


a* 


«1 


«^ 


a* 


«» 


«8 


«1 
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(2) K^B-C, B^C-A, V^A-B 

einfuhren. Mit Rücksicht auf die Oleichung (12) des vorigen 
Paragraphen folgt aus diesen Gleichungen 

(3) 3^«r-B, 3B=A-r, 3C=B-A. 

Einer zyklischen Vertauschung der Punkte a^a^a^ ent- 
spricht eine zyklischen Vertauschung der Größen ABT- Ver- 
tauschen wir die Punkte o^ und a^y während a^ an seinem 
Platz bleibt, so werden die Größen A und B vertauscht, f 
bleibt ungeändert. 
Daraus folgt: 

die Größen ABT werden in derselben Weise per- 
mutiert wie die Punkte a^a^a^. 

Wenn wir die Punkte a^a^a^ zyklisch vertauschen, so 
tritt an Stelle des Doppelverhältnisses 

^ B 



das Doppelverhältnis 

' ~ ~G ^A + B ^ l~^^ 
und bei abermaliger zyklischer Vertauschung 



. _ 5 B 1 



. _ ^ _ A+B _ X — 1 
'^"~ A'" A ■" X ' 

Vertauschen wir die Pimkte o^ und a,, so tritt an Stelle von 

'^ J5^ '^8 A X 

und bei zyklischer Vertauschung der Punkte a^€C^u^ ergeben 
sich hieraus die Werte 

A _ 1 X 

^ — — 77 — 



A, Z — 1 

Wir stellen die Werte der Doppelverhältnisse, die den 
sechs Permutationen der Größen cc^a^a^ entsprechen, übersicht- 
lich zusammen. 



(4) 
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/ X - C X — 1 

(«la^cfs«») =- ^6 = - ^ =- i-__i • 

Die sechs Werte des Doppelverhältnisses sind im allge- 
meinen untereinander verschieden; eine Ausnahme tritt nur in 
den folgenden drei Fallen ein. 

Wenn eine der drei Größen Ay By C verschwindet, so 
haben zwei der Doppelverhältnisse den Wert 0, zwei den 
Wert 1, zwei werden unendlich groß. In diesem Falle müssen 
zwei von den vier Punkten a^ zusammenfallen. 

Wenn eine der Differenzen 

K^B-C, B^C-Ä, r^Ä-B 
verschwindet, so haben je zwei der Doppelverhältnisse einen der 
Werte — 1, 4^, 2. Dieser Fall hat eine einfache geometrische 
Bedeutung: ist etwa Aj= — 1, so sind die Punkte a^, «, durch 
die Punkte a^, a^ harmonisch getrennt. 

Wenn die Größen J., B, C der Gleichung 

BC - Ä^^ BC+ CA + AB ^^(B^+^^+^B)^o 

genügen (s. 61. (3) und GL (12) des vorigen Paragraphen), so 
haben je drei der sechs Doppelverhältnisse denselben Wert. 
Die beiden Werte sind die Wurzeln der Gleichung 
X^-k + 1^0. 

Man bezeichnet in diesem Falle das Doppelverhältnis als 
äquianharmonisch. 

unsere bisherigen Betrachtungen gelten, gleichviel ob die 
Koeffizienten der ganzen Funktion f(x) reell sind oder nicht. 
Wir wollen nun annehmen, sie seien reell, und sehen zu, 
welche Folgerungen sich aus dieser Annahme für die Größen 
A, Bj C und die Werte des Doppelverhältnisses ergeben. Da- 
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bei müssen wir drei verschiedene Fälle unterscheiden^ je nach- 
dem die Wurzeln a^ sämtlich reell sind, oder ein Paar oder 
zwei Paar konjugiert imaginäre Wurzeln auftreten. 

Nehmen wir zunächst an^ die Wurzeln seien alle reell und 
zwar sei 

«1 > «2 > «8 > a^. 

Unter dieser Voraussetzung sind die Invarianten Ä, B, C 
ebenfalls reell. 

Die Quotienten 

sind positiv. 



Ä , C 

— und — 



B 

«0 

ist negativ (s. § 3, Nr. 11). 
Wegen 

(5) Ä + B + G^O (§3, Nr.l2) 

sind die Größen Ä imd G dem absoluten Betrag nach kleiner 
als B, Von den sechs Werten des Doppelverhältnisses sind 
zwei positiv und < 1, nämlich 

A 4 und X,-l-A ^.(4) 

Die reziproken Werte sind positiv und > 1. Die beiden übrigen 
Werte 

sind negativ. 

Aus den Gleichungen (3) folgt, daß 

(6) L>1>A 

ist. 

Nehmen wir zweitens an, die Wurzeln a^ und a^ und 
die Wurzeln cc^ und a^ seien konjugiert imaginär und zwar 
seien die imaginären Bestandteile von o^ und a^ positiv ima- 
ginär. Welches der beiden Wurzelpaare mit a^y a^ bezeichnet 
wird, bleibt dahingestellt. 

In diesem Fall entspricht allen reellen Werten der Vari- 
abein X dasselbe Vorzeichen der Funktion f{x)] wir nehmen 
an, es sei das positive, es sei also a^ positiv. Die Größe 
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ist als Produkt einer reellen positiven und zweier positiv 
imaginären Größen reell und negativ; die CrröBeu 

sind als Produkte einer reellen positiven und zweier konjugiert 
imaginären Größen reell und positiv. Wegen (5) ist 

B>--Ä und B>-C, 

Folglich sind die beiden Doppelverhältnisse 

A « - ^ und A^ = - - 

auch in diesem Fall reell, positiv und < 1. 

Die drei Größen A, B, f genügen zufolge (3) der Un- 
gleichung 
(7) A>B>r. 

Nehmen wir nunmehr an, die Gleichung f{x) » besitze zwei 
reelle Wurzeln a^ und a^ und ein Paar imaginäre a^, a^. Die 
Bezeichnung wählen wir so, daß 

»o(«i - ^4) 
positiv und der imaginäre Bestandteil von a, positiv ima- 
ginär ist. 

Die Größe 

ist rein imaginär und zwar positiv imaginär. 
Die Größen 

^ ^ «o(«i -«»)(«« — «4) ^d — B =- ao(ai — «,) (a, — a^) 
sind konjugiert imaginär. Wegen (5) sind die imaginären 
Bestandteile von — A und — B ebenso wie C positiv ima- 
ginär. In diesem Falle sind die sechs Werte des Doppel- 
verhältnisses komplexe Größen. Der Wert 

^ B 

besitzt den absoluten Betrag 1. 

§ 6. Sie rationalen Invarianten. Eine rationale sym- 
metrische Funktion der Größen ABC oder — was dasselbe 
sagen will — die Größen ABT ist auch rationale symmetrische 
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Funktion der Wurzeln a^ der Gleichung f{x)^0 und läßt 
sich daher als rationale Funktion der Koeffizienten dieser 
Gleichung darstellen. Wir wollen die elementaren symme- 
trischen Funktionen der Größen ABT, aus denen sich alle 
anderen zusammensetzen lassen^ berechnen. Es ist zweckmäßige 
anstatt diese Berechnung direkt in AngrijBT zu nehmen, zunächst 
die elementaren symmetrischen Funktionen der drei Größen 

(1) L^a^ia^a^+a^a^, M^aQ{a^a^-\'a^a^)j N =^ a^{a^a^+ a^a^) 
durch die Koeffizienten der Grundgleichung 

auszudrücken. 

Wir gehen von den bekannten Gleichungen aus:*) 

(2) 2fh ^-^^i'^2=';J-^^i^"8=-^«i«»«8ai=-^ 

Für die elementaren symmetrischen Funktionen der Größen 
i, My N ergeben sich die Ausdrücke 

(3) H^^ L + M+ JV= ao^ai«8 - Ga,, 

(4) H^^LM+MN+NL^a^'2^'^^t .- 

(5) ^3 = LMN==^ V3/«.«8«4 + V^«>Ä'. 
Nun ist 

also wegen (2) und (4) 

(6) jffg = IGa^a^ — ia^a^. 
Es ist ferner 

also 

(7) 00^,^1® «2 «8 «4= IGüi^a^— l2aQa^a^. 
Aus der Gleichung 



•) Wir machen von der üblichen Darstellungsweise der aymme- 
trischen Funktionen Gebrauch: wir setzen ein Glied der Funktion, aus 
dem alle übrigen durch Yertauschung der Indizes hervorgehen, hinter 
das Snmmenzeichen 2. 
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ergibt sich 

16"»; - 2a,W<^,'+ 22<hW<^a, 

«0 

Folglich ist 

(8) V-^'oiS*««* ==* Ißaoaj' - 12aQa^a4^. 

Setzen wir die Werte (7) und (8) in (5) ein, so folgt 

(9) ITj« 16ai«a^+ löa^a^'^- 24a^a^a^. 

Die GröBen ABT lassen sich nun leicht durch die Größen 
LMN ausdrücken. Aus der Gleichung (§ 3, Nr. 11) 

folgt mit Rücksicht auf (1) und (2) 

A-6a,-3L 
und hieraus durch zyklische Yertauschung der Indizes 2, 3, 4 

B = 6a,-3Jf 

r-6a,~3jyr. 

Es ist daher — wie sich auch unmittelbar aus der Defi- 
nition der Größen ABT ergibt — 

(10) A + B + r = 
und mit Rücksicht auf (3), (4) und (6) 

y (AB + Bf + TA) - 12aj«- 4.a^H^ + H^ 

= — 12ag* + löa^Oi — A^a^a^. 

Wir setzen, einen gemeinschaftlichen numerischen Faktor 
ausscheidend 

(11) (7,«-l(AB + Br+rA)«-^(^B+BC + <7^) 
«ttoa^— 40^08+ 3ag^ 

Es ist femer mit Rücksicht auf (3), (6) und (9) 
^ ABr= 8V- 4a,«^, + 2a,H, - H, 

= — 16a,* + 32«! 0,03— ^a^a^a^^ l&a^a^— Ißa^^ag* 

DnrAge-Mftnrer, elliptiaohe Funktionen. 5. Aufl. 8 
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Wir scheiden auch hier einen gemeinschaftlichen numerischen 
Faktor aus und setzen 

(12) ^s-ifeAI?r = jJ^(5-C)(C~^)(^-5) 

Wir können g^ auch in Determinantenform schreiben: 



^8 = 



Bezeichnen wir im Anschluß an die S. 10 eingeführte Be- 
zeichnungsweise die Werte^ die die Größen g^g^ annehmen^ 
wenn man die Koeffizienten a^a^ • • • der ganzen Funktion f{x) 
durch die entsprechenden Koeffizienten W' - • der transfor- 
mierten Funktion F{y) ersetzt, mit g\g\^ Aus den Gleichungen 
(§3, Nr. 12) 

Ä^^r'^A, B^T^B, C^r^C 
folgt 

9\-^9%y 9z^r^9z- 

Auch die Größen g^g^ haben sondt die Eigenschaft^ daß sie 
sich nur um eine Potenz der Substitutionsdeterminante ändern, 
wenn man die Funktion f{x) durch eine Substitution ersten 
Grades transformiert. Man bezeichnet daher auch diese Größen 
als Invarianten und zwar als rationale Inyarianten im Gegen- 
satz zu den irrationalen Inyarianten ABC und ABT. 

Der Quotient ^ bleibt bei der Transformation der Funktion 

fix) vollständig ungeändert, er ist eine ^^absolute Invariante'^ 
und dasselbe gilt für jede rationale Funktion dieses Quotienten. 
Im folgenden bezeichnen wir insbesondere den Quotienten 

als absolute Invariante. 

Wenn die Invariante g^ verschwindet, so liegen die vier 
Punkte a^ harmonisch, wenn g^ verschwindet, so liegen sie 
äquianharmonisch (S. 13). 
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Wenn zwei der Punkte a^ zusammenfallen, so muß eine 
der drei Größen 

^=J(r-B), £=|(A-r), C = i(B-A) 

verschwinden. Das Quadrat des Produktes dieser drei Größen 
ist eine symmetrische Funktion der Größen ABT und muß 
sich daher rational durch die Invarianten g^ und g^ ausdrücken 
lassen. Wir setzen 

(14) Q = -^5^(6 - V)\V- A)»(A - B)«= 1^»5«C». 

Die Größe G bezeichnet man als Diskriminante der Gleichung 
f{x) = 0.*) Bei der Berechnung von G gehen wir von der 
Bemerkung aus, daß die Größen ABT Wurzeln der Gleichung 

(15) g)(a;) = (x-A)(rr~B)(a:-r)«a;«-36^src- 432^8 = 
sind (vgl. (10), (11) und (12)). Durch Differentiation ergibt sich 

q>\x) ^{x- B){x ~ r) + (a; - r)(a; - A) + (a; - ^){x - B) 
^^{^^\2g,). 

Wir setzen der Reihe nach a; = A, B, V und erhalten mit 
Rücksicht auf (15) 

y'(A) = (A - B)(A - D = 3(A«- 12^,) ^ -J (24<7, A + 432^,,) 

= ^M^'+A) 
y'(B) - !^ p^«^.. + b) = (B - A)(B - r) 

9'(r)-^(''^f + r)-(r-A)(r-B). 

Wir multiplizieren die letzten drei Gleichungen mitein- 
ander und substituieren in (14); mit Rücksicht auf (15) und 
(12) ergibt sich 

9>'(A)9''(B)9''(r) 4 . 36»G ^% (- !^.) . ' 

Hieraus folgt 

(16) G=g,'-21g,K 



♦) Der numerische Faktor t— ö^« hz"*^- 77 ist hinzugesetzt, um mit 
Weierstraß* Bezeiobnunge weise in t^bereinstimmung zu kommen. 
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Wenn die Koeffizienten der ganzen Funktion f{x) reell 
sind, so ist auch G reell. Sind die vier Wurzeln a^ reell oder 
zerfallen sie in zwei Paare konjugiert imaginärer Größen, so 
sind die drei Gh-ößen A, JB, C reell, folglich ist G positiv (14). 
Sind die beiden Wurzeln u^a^ reell, die Wurzeln «,«, konjugiert 
imaginär, so ist die Invariante C rein imaginär, und die In- 
varianten A und B sind konjugiert imaginär (s. den Schluß 
des vorigen Paragraphen), folglich ist C^ reell und negativ, 
A^B^ reell und positiv, also ist G negativ. 

Bei reellen Werten der Koeffizienten a^a^- - ' ist also die 
Diskriminante G positiv, wenn alle Wurzeln reell oder alle 
Wurzeln komplex sind; sie ist negativ, wenn zwei Wurzeln 
reell und zwei komplex sind. 

Wir können die absolute Invariante / (13) leicht als 
Funktion des Doppelverhältnisses 

^ B 

darstellen. Zufolge (11) ist 

_ A^ (B + C BC\ Ä*/BC ^\ 

^2 l2 l~X""^^V^" 12 W« V 

und hieraus folgt 

AuB (12) folgt 

^. = lg(¥ + l)(-2-|)(l-|) 

i^,a-2)(2X-l)(A + l) _f-(2X»-3X»-3A + 2). 

Eb iBt ferner (14) 

^ = r«^ A'T'-i^r'-i-x-j- 
wir erhalten daher die Proportion 
(17) I:I-l:l=9i*:21g,*:G 

= 4(;i»_ i + 1)»: (2/1»- 3A»- 3A + 2)»: 27i»(A - 1)». 

§ 6. Transformatloii d«r Fnnktion f(x) und d«s 
DUferentiala erster G-attimg. Im § 3 ist nachgewiesen 
worden: 
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damit die Funktion f(x) durch eine Substitution ersten 
Grades der Art in die Punktion F{y) transformiert werden 
kann, daß den Punkten a^a^u^a^ beziehungsweise die Punkte 
ßißißißi, entsprechen, ist die Gleichheit der Doppelverhältnisse 

(1) ifh^i^^d-ißißtßzßd 

notwendig und hinreichend« Verlangt man nur, daß die Funk- 
tion fix) überhaupt in die Funktion F{y) transformiert werden 
kann, ohne daß über die Zuordnung der Nullpunkte eine Be- 
stimmung getroffen wird, so ist nur erforderlich, daß das 
Doppelverhaltnis («1^2 «jaj gleich einem der sechs Doppel- 
yerhältnisse ist, die durch die vier Punkte ß^ bestimmt werden. 
Diese Bedingung läßt sich auch so ausdrücken: eine jede sym- 
metrische Funktion der sechs Doppelverhältnisse, die durch 
die Punkte ß^ bestimmt werden, muß gleich der entsprechen- 
den Funktion der sechs durch die Punkte a^ bestimmten Dop- 
pelverhältnisse sein. Hierzu ist die Gleichheit der absoluten 
^ . Invarianten I und i' der beiden Funktionen f{x) imd F{y) 

erforderlich und hinreichend. 

Es geht dies unmittelbar aus der Gleichung (17) des 
vorigen Paragraphen hervor, die die sechs Werte des Doppel- 
verhältnisses als Fimktion der Invariante / bestimmt. 

Unter der Voraussetzung, daß die beiden absoluten In- 
varianten I und /' der beiden Funktionen f{x) und F{y) ein- 
ander gleich sind, ergeben sich die Substitutionen ersten 
Grades, die f{x) in F{y) transformieren, ohne weiteres aus dem 
Begriff des Doppelverhältnisses. Wenn nämlich I' = I ist, so 
muß das Doppelverhältnis {a^cc^c^a^ einem der sechs durch 
die Punkte ß^ bestimmten Doppelverhältnisse gleich sein. Es 
bestehe etwa die Gleichung (1). Wir ersetzen nun einfach 
einen der vier Punkte a^ durch einen variabeln Punkt x und 
den entsprechenden ß^ durch den variabeln Punkt y. Wir er- 
halten so die Gleichung 

{a^a^(h^) ^ {ß^ß^ß^y) 
Ausgeschrieben lautet sie (vgl. § 3, Nr. 15 und 16) 

('y\ («i_- ^.) («s - ^) = (Pi -M ^h - y) 
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Die beiden Doppelyerhältnisse (1) bleiben bei den drei 
Vertauschungen, die in § 4, Nr. 1 angegeben sind, ungeändert. 
Wir können daher den Punkten ßiß^ß^ßi auch beziehungs- 
weise die Punkte 

cc^cc^a^a^ oder cc^a^a^a^ oder cc^cc^cc^oc^ 
zuordnen. Wir erhalten daher noch drei weitere Substitutionen, 
die ebenfalls f{x) in F(y) transformieren. 

{^\ (^i - <^t ) («8 :z^) _ (ß,-'Pi)(ß,-y ) 

^^ («1 - «»)> ~ «,) iß. - ßS(y - ^i) 

/xx _(ß4_zip8Ug,-y) 

'^ • iß\-ß.Yiy-ß,)' 

Wenn wir von den Ausnahmefällen absehen, in denen die 
sechs Doppelyerhältnisse nicht alle untereinander verschieden 
sind, gibt es auch keine weitere Substitution ersten Grades, 
die f(x) in F(y) transformiert. Es steht nichts im Weg, daß 
wir die Punkte ßißißzß4, beziehungsweise mit den Punkten 
a^a^n^a^ zusammenfallen lassen. In diesem Falle geht die 
Substitution (2) in die „identische Substitution*^ 

über. Die drei anderen Substitutionen bewirken die Ver- 
tauschungen der Nullpunkte a^, die das Doppelverhältnis un- 
geändert lassen. 

Es gibt also, wenn wir die identische Substitution mit- 
zählen, vier Substitutionen ersten Grades, die die Funktion 
f{x) in sich selbst transformieren. 

Aus den vorausgehenden Betrachtungen ergibt sich die 
Möglichkeit, die Funktion f(x) in eine „kanonische Form" zu 
transformieren. Nehmen wir an, die Koeffizienten der Funk- 
tion Fitf) seien rationale Funktionen eines verfügbaren Para- 
meters. Diesen Parameter bestimmen wir durch die Gleichung 
r =^ I und wir können dann f(x) auf verschiedene Arten in 
F{y) transformieren. Den verschiedenen Wurzeln der Glei- 
chung, die den Parameter bestimmt, entsprechen gleichberech- 
tigte Formen. Wenn die Funktion F{y) zwei verfügbare 
Parameter enthält, so können wir der Transformation noch 



§ 7. Die Weierstrafische kanonische Form. 23 

eine Nebenbedingung auferlegen; wir können beispielsweise 
festsetzen^ daß die Substitutionsdeterminante den Wert 1 haben 
soll. Infolge dieser Bestimmung treten an Stelle der einen 
Gleichung JT^Z die beiden Gleichungen sf^^g^j g'^^g^. 

Aus der Transformation der Funktion f(x) ergibt sich so- 
fort die Transformation des Differentials erster Gattung 

dx 

VfW 

Es sei 

(6) ^ = St7 ^"«^ pq'-p'9-r 

(7) ^(^) = (-^)^,(Tgl.§3). 



Aas (6) folgt 
Folglich ist 



(8) ^--7.:'^ 



(9) 



dx rdy 



Wenn man es nur mit reellen Größen zu tun hat, so hat 

der Differentialquotient 

dy 
dx 

dasselbe Vorzeichen wie die Substitutionsdeterminante r, folg- 
lich haben die beiden in (9) yorkommenden Quadratwurzeln dash 
selbe Vorzeichen. 

Es sind drei verschiedene kanonische Formen des Diffe- 
rentials erster Gattung in Gebrauch, von denen eine jede ihre 
besonderen Vorzüge besitzt. 

Wir wollen sie nun der Reihe nach besprechen. 

§ 7. Die WelerstraBsohe kanoniaohe Form. Um 

zu der kanonischen Form, die Weierstraß benutzt hat, zu ge- 
langen, knüpfen wir an die Ausführungen des § 5 an. Wir 
haben dort die Identität (15) 

(p{x) = ic» - ^6g^x - 432flr3 ^{x-K){x- B){x — T) 

aufgestellt. Um die numerischen Faktoren wegzuschaffen^ 
setzen wir 

X = 12y 
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und erhalten 

= 3.12».4(y-iA)(y-lB)(y-lr). 
Die Punktion 

wird mit der Funktion 

F(y) - \y'+ 4&iy'+ 66,y«+ 46,y + 6, 
identisch, wenn wir 

fco-0, 46i=4, &i-0, 4&8 ^,, 6^ g^ 

setzen. Die Invarianten der Funktion F{jf) besitzen die Werte 
(vgl. § 5, Nr. 11 und 12) 

9z- h\h+ 26i&,6s- 6oV- W- V= 9z' 
Die Invarianten der Funktion F{y) haben also dieselben 
Werte wie die der Funktion f{x)j folglich kann diese Funk- 
tion durch eine Substitution ersten Orades mit der Determi- 
nante 1 in jF(y) transformiert werden. Die Wurzeln der Glei- 
chung F(jf)^0 bezeichnet man nach Weierstraß Vorgang 
mit e^e^e^^ Sie genügen der Bedingimg (§ 5, Nr. 10) 

(1) e, + e^+e^^O, 

Sofern sie reell sind wählt man die Bezeichnung so, daß 

(2) e,>e,>e^ 

ist. Weil die Wurzeln e^e^e^ von der Reihenfolge abgesehen 
mit den drei Größen 

^A i-B Ir 
12^' 12^' 12' 

übereinstimmen, so sind die Differenzen 

von der Reihenfolge abgesehen mit den Größen 

-i^, -is, -i-c 

identisch (§ 4, Nr. 3). 

Wenn die Gleichung f{x) = vier reelle Wurzeln oder 
zwei Paare konjugiert imaginäre Wurzeln besitzt, so sind die 
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Größen A, B, C reell und zwar hat die Größe B zufolge der 
in § 4 (S. 14) getroffenen Bestimmungen den größten absoluten 
Wert. FolgKch ist 

(3) e,-63»||JB|. 

Nehmen wir insbesondere an, die vier Wurzeln et, der 
Gleichung f{x) — seien reell. Vorausgesetzt, daß der leitende 
Koeffizient Og positiv ist, ist 

r>B>A 
(§ 4, Nr. 6). Wir haben also 

(4) «i=Är, c,-^B, e,-^A fiirOo>0 
ZU setzen. Dagegen ist 

(5) ^•'h'^> '^-k^' ^=ä'' far«o<o 

zu setzen. 

Um auch für den Fall; daß die Größen e^e^e^ komplex 
sind; eine Bestimmung zu treffen^ setzen wir fest, es soll all- 
gemein 
(3a) e,^e,^±^B 

sein und zwar soll das Vorzeichen so gewählt werden^ daß der 
reeUe Teil der Größen ^i — ßj positiv ist, wenn er nicht ver- 
schwindet. Tritt dieser Fall ein, so soll das Vorzeichen so 
gewählt. werden, daß e^ — e^ positiv imaginär ist. 

um die Substitution zu erhalten, die die Transformation 

Vm y^y'-9ty-9, 2>/(y-e,)(y-e,)(y-e,) 
bewirkt, müssen wir in den Gleichungen (1) bis (4) des vorigen 
Paragraphen für ßiß^ß^ß^ eine Permutation der Größen 

^^^ 12 ^ ' 12 ^ ' 12 ^ substituieren und zwar ist diese Permu- 
tation so zu wählen, daß die Gleichung 

(7) K«2a8«J == - g- = (ßißißM 

erfüllt ist. Wir genügen dieser Bedingung, indem wir 

^,= oo, A-f^A, ßs-k^, ß.^k^ 
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setzen. Unter dieser Annahme ist nämlich (§ 3, Nr. 16 und 

§4, Nr. 3) 

Substituieren wir die Werte (7) in die Gleichung (3) des 
vorigen Paragraphen^ so ergibt sich 

Aus dieser Gleichung erhält man 23 weitere Transformations- 
formeln, indem man die Wurzeln cc^ a^ cc^ a^ auf alle möglichen 
Arten permutiert. 

Wenn die Koeffizienten der gegebenen Funktion f(x) reell 
sind, so ist mindestens eine der drei Größen e^ reell. Da bei 
Anwendung einer reellen Substitution reellen Wurzeln der 
Gleichung F(y) = reelle Wurzeln der Gleichung f(x) ent- 
sprechen, so können die Koeffizienten der Substitution, die 
f(x) in F{y) transformiert, nur dann reell sein, wenn die 
Gleichung f{x)=^0 höchstens ein Paar imaginäre Wurzeln 
besitzt. 

Setzt man in den Gleichungen (1) bis (4) des vorigen 
Paragraphen 

cc^^ß^^oo, a^^ß^^e^, a^^ß^^e^, «4=^/^4=^8? 

80 erhält man nach einer leichten Umformung die folgenden 
Substitutionen, die das Differential erster Gattung 

VF(y) 
in sich selbst transformieren: 



(9) 



(x - ej (y - Ci) = (e, - Pj) («"i - Cj), 

(a^ - e») (y - Cj) = (c, - Ci) (c, - e,). 

Nehmen wir an, die drei Größen e^ and die Yariabeln x und y 
seien reell. Damit auch das Integral 

dy 



ß 



2 >/(y — e^) iy — e.) (j/ — c,) 
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einen reellen Wert besitzt, muß die Integrationsvariable y einer 
der beiden Bedingungen y > e^ oder c^ > y > Cj genügen 
(vgl (2)). 

Der letztere Fall läßt sich mittels der dritten und vierten 
der unter (9) angegebenen Substitutionen auf den ersten zurück- 
führen. Wir können uns also im Fall reeller Größen immer 
so einrichten, daß die Integrations variable > e^ ist. 

Der Vorzug der Weierstraßschen kanonischen Form be- 
steht darin, daß ihre Eoffizienten rationale Funktionen der 
Koeffizienten der gegebenen Funktion f{x) sind und daß sie 
die Invarianten in Evidenz setzt. 

Weil diese kanonische Form eindeutig bestimmt ist, gibt 
es keine mit ihr gleichberechtigte Form. 

§8. Die Btemanxuiohe kanonlsohe Form. Biemann 
hat in seinen Vorlesungen die kanonische Form 
d y 

2y^l-y){l-Vy) 

gebraucht. Den hier auftretenden Parameter Je nennt man den 
„ModuP des Integrals erster Gattung; die Größe Ä;' = ]/l — A? 
bezeichnet man als „Komplement des Moduls^' oder als „kom- 
plementären Modul". 

Wir haben in diesem Fall, um die Formeln des § 6 an- 
wenden zu können, zu setzen: 

(1) F(y)^4y(l-y)(l-i^y), 

(2) 6o=0, 46i = 4Ä«, 6&, 4(l-f-Jk«), 4&3-4, \^0. 

Die Größen /J^, /Jg, /Jg, ß^ sind durch eine beliebig zu 

wählende Permutation der Größen oo, p, 1, zu ersetzen. 
Zufolge der Formel Nr. 16 des § 3 ist das Doppelverhältnis 

Das Quadrat des Moduls ist demnach gleich einem 
der sechs Doppelverhältnisse, die die vier Punkte a^ 
bestimmen. 
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Wir erhalten daher sechs gleichberechtigte kanonische 

Formen (s. § 6). Ordnen wir etwa den Nullpunkten cx> p 1 

von jP(y) beziehungsweise die Nullpunkte a^a^cc^a^ von f(x) 
zUy so folgt aus (3) mit Rücksicht auf die erste der Gleichungen 
(4) des § 4 

(4) **=(ai«20f8a4) = -;B- 

Aus der vierten Gleichung des genannten Gleichungs- 
systems folgt 

In dieser Gleichung ersetzen wir er, diirch die Variable x und 
dementsprechend p durch die Variable y. Es folgt: 

(5) y = (a^a^xa^) = (xa^a^a^) - J^ • J^ - 

Um die Substitutionsdeterminante r zu bestimmen, die in der 
Gleichung (9) des § 6 auftritt, gehen wir von den Gleichungen aus 

(6) B' = &o(A-A)(^4-Ä) = '-*5=r*«o(«i-«.)(«4-«.)- 
Im vorliegenden Falle ist zufolge der Gleichung (9) des § 3 

lim ftfto 4&i = -4Ä« (2) 



imd 



ßi = V*9 /** ^ ^' 



folglich 

JB'=4. 

Demnach ist wegen (6) 

und wir erhalten auf Grund der Gleichung (8) des § 6 
dx 2 dy 

Die Variable y ist durch die Gleichung (5), die Funktion F(if) 
durch die Gleichungen (1) und (4) bestimmt. 

Das Vorzeichen von r kann erst dann bestimmt werden, 
wenn die Vorzeichen der beiden Quadratwurzeln 



Yfi^ und yF(y) 
eindeutig fixiert sind. 
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Aus der Substitution (5) ergeben sich die drei anderen 
Substitutionen, die das gegebene Integral in dieselbe Normal- 
form transformieren, nach der in § 6 angegebenen Regel. Die 
Substitutionen, die die Transformation in die übrigen fünf 
gleichberechtigten Normalformen bewirken, erhalten wir, indem 
wir die Wurzeln o,, a^, a^ auf alle möglichen Arten permu- 
tieren. 

§ 9. Weitere AnsflUining flr den Fall, daB die 
Wnneln der Gnmdgleicliiing reell sind. Die Koef- 
fizienten der Substitution, die das vorgelegte Differential erster 
Gattung in die Riemannsche kanonische Form transformiert, 
sind reell, wenn die yier Größen a^ reell sind. Nehmen wir 
überdies an, auch die Integrations variable x sei reell imd im 
Integrationsinteryall sei f(x) positiv, so können wir die Trans- 
formation so einrichten, daß die neue Integrationsvariable y 
der Bedingung 

0£y£l 

genügt und daß der Modul k reell, positiv und < 1 ist. 
Damit f(x) im Integrationsintervall positiv ist, darf, wenn 
der leitende Koeffizient aQ positiv ist, von den Faktoren 

X — a^, x — a^y ^ — «8; X — a^ 

nun eine gerade Anzahl negativ sein; ist dagegen a^ negativ, 
so muß die Anzahl der negativen Faktoren ungerade sein. 

Wir stellen die den verschiedenen Fällen entsprechenden 
Substitutionen in einer Tabelle zusammen. Dabei halten wir 
an der früher eingeführten Voraussetzung fest, die Bezeichnung 
sei so gewählt, daß 

«1 > Oj > «8 > «4 

ist. 
I. «0 > , a? < «4 oder ar > cq 

jA t._(°^« -«4)(^-«i) 1.2=. _^ r« L- 

UN ^ _ (iijzi^^K^ji-fO u c ^ ' 



(a,-a,)(^-a,)' '^ B' ' ^_^' 
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n>| « - (g, - «4) (^ - «s) 7.2_ C^ ^ ?_ 



UI. ao<0, ai>a;>a,, 

IV. %<0, (h>^>^A> 

V (oi — a.) (x — «4) 7 8 -^ 1 

a) y — P *f7 X , Ä* « — ^ , r = -7= , 

Setzen wir fest, daß die Quadratwurzeln Yf(x) und YF^y) 
positiv genommen werden sollen, so ist 

J Vm J VF{y) J 2yy(l - y) (1 - k'i) 

Der Vollständigkeit wegen fügen wir die Werte der Invarianten 
Ay B, G hinzu. 

C=ao(ai — aj(a,-a8)- 

Zu den vorstehenden Formeln ist zu bemerken: 

Wie in § 4 gezeigt worden ist, ist 

B 

^. 
negativ, 

A , C 
— und — 

sind positiv imd B ist dem absoluten Wert nach größer als 
A und a 

Hieraus folgt, daß in allen Fallen r reell und k^ reell, 
positiv und < 1 ist. Daß die Integrationsvariable y in das 
Intervall 0, 1 fallt, ist ohne weiteres ersichtlich. In den mit 
a) bezeichneten Fällen nehmen die Variabein x und y gleich- 
zeitig zu, in den mit b) bezeichneten entspricht einer Zunahme 
von X eine Abnahme von y. 
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Der Fall a^ » ist als Grenzfall zu beiarachten. Lassen 
wir «1 unbegrenzt wachsen^ so ist (§ 3, Nr. 9) 

lim a^cc^ = — 4a^. 
Wir haben daher, wenn a^ positiv ist, die Formeln 111 oder 
die Formeln IV anzuwenden, je nachdem 

o; > «2 oder cc^> x> a^ 

ist. Ist a^ negativ, so sind die Formeln I oder U anzuwenden, 
je nachdem 

X < «4 oder «2 > ^ > «s 
ist. 

§ 10. Die Legendresohe kanonische Form. Zu 

einer dritten kanonischen Form gelangen wir, wenn wir fordern, 
daß in der transformierten Form F(y) nur die geraden Po- 
tenzen von y vorkommen sollen. Wir setzen, über den einen 
der drei übrigen Koeffizienten verfügend 

(1) i^(y)»(i-ft»y')(i~t'V) 

und erhalten (§ 3 Nr. 16) 

W \^; ^7 yy fj,)'^ /l . IWI4. M \^ + ^/ 

Jedem der sechs Werte des Doppelverhältnisses der vier 
Punkte a^it^cc^cc^ entsprechen zwei Werte des Quotienten 

(3) x-^. 

Über die eine der beiden Größen fi, v kann noch verfügt werden. 
Wir erhalten demnach zwölf gleichberechtigte kanonische 
Formen. Ordnen wir etwa den Punkten cc^cc^cc^cc^ beziehungs- 
weise die Pimkte — zu, so erhalten wir zur Be- 

ft V V ft 

Stimmung des Quotienten x (3) die Gleichung 

(4) Ci^S" («i«,«.«4) - - 4 (§4, Nr. 4). 

Eine der Substitutionen, durch die die Transformation be- 
wirkt wird, lautet 

(5) («i«««^:») - (-i-, ^, - ^, y) 
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oder ansgeschrieben 

Die übrigen ergeben sich durch Permutation der Größen 
cc^a^a^a^. Um die Substitutionsdeterminante r zu bestimmen, 
benützen wir wieder die Gleichung 

.(7) r«B -r'<^(«, -«,)(«,-«,) -^_ 

aus der 

(8) r^±^+-^- 

folgt. Sofern wir auf die Realitätsverhältnisse keine Rück- 
sicht nehmen^ steht nichts im Weg 

v — 1 und dementsprechend fi = x 
zu setzen (3). Wir erhalten so die Gleichung 

/g\ dx ^ 1 + x dy^ 

^ ^ VAX) -y-B y(l - y^ U - x'y») 

Man bezeichnet diese kanonische Form des Differentials 
•erster Gattung als Legendresche Normalform. 

Wenn die Größen a^a^cc^a^ reell und nach absteigender 

Größe geordnet sind, so ist der Quotient — -^ reell, positiv 

und < 1. Folglich genügt der Gleichung (4) ein reeller, 
positiver Wert x, der < 1 ist. 

Die Legendresche Normalform nimmt eine besonders 
einfache Gestalt an, wenn wir trigonometrische Funktionen 

einführen« Setzen wir 

y « sin 9) 
ISO folgt 

dy dtp 



<10) 



yil — y«) (1 _ x*y») >/l'— X* ain'qp 



§ U. Beiieliimgen zwisohen den versohiedenen 
kanonisohen Formen des DUTerentialB erster Gattung. 

Der einen Weierstr aß sehen kanonischen Form stehen sechs 
gleichberechtigte Riemannsche kanonische Formen gegenüber 
{§ 7 und 8). In jede dieser letzteren Formen kann die 
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Weierstraßsche Normalfonn durch vier verschiedene lineare 
Sabstitutionen übergeführt werden. 

Es ist üblich^ die folgende Sabstitntion zu bevorzugen: 

(1) y-^--'-7^ '"'y^- 

Setzen wir 

80 folgt 

(3) y - 61 - (ßi - e,) ^ ~- y - ^2 - (ei - e^) -^- - 
und weiter 

(4) - ^y ^ ^^ 



Wenn wir die Weierstraßsche kanonische Form als 
gegeben betrachten^ so sind die Moduln k und %' durch die 
Gleichungen (2) bestimmt; betrachten wir dagegen die 
Rie mann sehe Normalform als gegeben , so bestimmen die 
Gleichungen (2) nur die Verhältnisse der Größen e^. 

Wenn die Größen e^e^e^ reell und nach absteigender 
Größe geordnet sind, so sind die in den Gleichungen (2) auf- 
tretenden Quadratwurzeln reell. Wählen wir sie positiv, so 
erhalten wir für den Modul k und den komplementären 
Modul k' reelle positive Werte, die < 1 sind. Wächst die 
Variable y durch reelle Werte von e^ bis +00, so nimmt die 
Variable ig von 1 bis ab. 

Da es zwölf gleichberechtigte Legendresche kanonische 
Formen gibt (vgl. den vorigen Paragraphen), so gibt es 4 • 12 == 48 
Substitutionen ersten Grades, die die Weierstraßsche kano- 
nische Form in eine Legendresche transformieren. Wir 
können jedoch den Übergang von der Weierstraßschen Form 
zur Legen dreschen noch auf andere Weise bewerkstelligen: 
wir gehen von der Weierstraßschen Normalform zunächst zur 
Riemannschen über und wenden dann die quadratische Trans- 
formation 

(6) 0^fi 
an. Wir erhalten 
/p\ d^ dt 

Darftge-Maurer, elliptlsohe Funktionen. 5. Aufl. $ 
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Es ist wesentlich zu bemerken^ daß der hier auftretende 
Modul h von der Größe x, die in der Normalform (8) des 
vorigen Paragraphen vorkommt, verschieden ist: der Modul Tc 
ist gleich der Quadratwurzel aus einem der sechs Doppel- 
verhältnisse, andererseits ist 

/l — x\a 



m 



gleich einem dieser sechs Werte. 

Wenn wir im folgenden die Rie mann sehe und die 
Legendresche kanonische Form nibeneinander gebrauchen, so 
setzen wir immer voraus, daß der Zusammenhang zwischen 
ihnen durch die Substitution zweiten Grades (5) vermittelt wird. 

Wenn die Größen a^a^a^a^ reell sind und die ganze 
Funktion f{x) reell und positiv ist, so können wir die Sub- 
stitution, die das vorgelegte Differential erster Gattung in die 
Riemannsche Normalform überfährt, so wählen, daß die neue 
Integration s variable z auf das Intervall 0,1 beschränkt ist 
(§ 9); die entsprechenden Werte von t (5) gehören dem Inter- 
vall — 1, + 1 an. 

§ 12. Beeile quadratisolie Tranefomiatlon in die 
Legendresche kanonische Form. Die Transformation 
ersten Grades eines vorgelegten Differentials erster Gattung in 
die Riemannsche kanonische Form ist nur dann reell, wenn 
die Gleichung f{x) = vier reelle Wurzeln besitzt; die Trans- 
formation ersten Grades in die Weierstraßsche kanonische 
Form ist nur dann reell, wenn diese Gleichung wenigstens 
zwei reelle Wurzeln besitzt. Wir wollen nun zeigen, daß das 
vorgelegte Differential erster Gattung immer durch eine reelle 
quadratische Substitution in die Legendresche kanonische 
Form transformiert werden kann, wenn nur die Koeffizienten 
der Funktion f{x) reell sind und nur solche (reelle) Werte der 
Variabein x in Betracht gezogen werden, für die f{x) positiv ist. 

Der Fall, daß die vier Wurzeln der Gleichung f{x) — reell 
sind, hat bereits im vorausgehenden seine Erledigung gefunden, 
wir schließen ihn daher im folgenden aus, haben also nur noch 
die beiden Fälle zu unterscheiden, daß zwei Paare konjugiert 
imaginärer Wurzeln oder daß ein Paar reelle Wurzeln und ein 
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Paar imaginäre anftreten. Wir behalten die in § 4^ S. 14 ein- 
geführte BezeichnuDgsweise bei, nehmen abo im ersten Fall an: 
I. a^ und €c^, cc^ und cc^ sind konjugiert imaginär; 

die Größen- '~-^* und ?5?^— • sind positiv; 

der Koeffizient a^ muß positiv sein; 

das Doppelverhältnis — ^ ist reell, positiv und < 1 . 

Im zweiten Fall nehmen wir an: 
II. die Größen «^ und a^ sind reell; das Produkt «oC*^"""*) 
ist positiv; 
die Größen a, und cc^ sind konjugiert imaginär; ??^^* 

ist positiv. 
Der Koeffizient a^ kann positiv oder negativ sein. 
Die Größen Ä und — B sind konjugiert imaginär; 

- . — ist negativ; 

Der absolute Betrag des Quotienten — ^ ist «= 1. 

Wir fültren zunächst die in § 10 besprochene Substitu- 
tion (5) 

(1) («i«8«8^)^(-J:. -^7 -V' y) 

aus und setzen 

(2) 1/ = — », ^ « xi' =« — ix. 

Die Größe x genügt der Gleichung (§ 10, Nr. 4) 

Die beiden Wurzeln dieser Gleichung sind zueinander 
reziprok. Im Fall I sind sie reell und positiv; wir bezeichnen 
mit X die kleinere derselben. 

Es ist also im FaU I 

(4 1) X reell, positiv und < 1 . 

Im Fall II sind die Wurzeln der Gleichung (3) rein 
imaginär; die eine ist positiv, die andere negativ imaginär 

(weil der absolute Betrag des Quotienten — ^ gleich 1 ist). 
Wir können daher festsetzen: im Fall II sei 
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(4 II) X rein imagiDär und zwar negativ imaginär, also fi^ — xi 
reell und negativ. 
Das Quadrat der Substitutionsdeterminante r ist durch die 
Gleichung 

(5) r^B = B'= - (^ + v)^ = (1 + xy 
bestimmt (§ 10, Nr. 8). 

Im FaUe I ist ohne weiteres ersichtlich^ daß die Größe r 
reell ist, denn in diesem Fall sind die Größen B und 1 + x 
reell und positiv (41). 

Zum Fall II ist zu bemerken: aus (3) und (5) folgt 

(6) - r^Ä - (1 ~ xy. 

Weil die Größen — Ä und B und die Größen 1 + x und 
1 — X konjugiert imaginär sind (II und 411), so folgt aus (5) 
und {0)y daß r' reell ist, und weil die imaginären Bestandteile 
der Größen B und x dasselbe Vorzeichen besitzen, so muß r* 
positiv sein. Die Größe r ist somit auf jeden Fall reell. 

Die Substitution (1) ordnet jedem reellen Wert x einen 
reellen Wert y zu. Folglich sind die Verhältnisse der Sub- 
stitutionskoeffizienten reell. 

Zum Beweise bemerken wir: weil den Werten 

a^a^Ofia. beziehunirs weise die Werte 

entsprechen, können wir die Substitution (1) auch in jeder der 
beiden Formen 

(7j («4«8«»^)=^(~-J:, -V' V' y) 

und 

(8) (.^^cc,x) ^ [j , -~^, |, y) 

schreiben. Nun ersetzen wir in der Gleichung (1) jede Größe 
durch die konjugiert imaginäre; die Größe x nehmen wir als 
reell an, den zu y konjugiert imaginären Wert bezeichnen wir 
mit yo- 

Im Fall I erhalten wir, weil die Größen fi und v rein 
imaginär sind, 

(a^ajo^a;) - (- - , --, -, yo)* 

Der Vergleich mit (7) ergibt y « y^, also y reell. 
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Im Fall n erhalten wir, weil fi =^ — xi reell (4 II) und 
P ^ — i ist, 

(«10,0,3;) = (~, ~i, |, t/o)- 

Aus (8) folgt, daß y ^y^, also reell ist. 

Da der Größe a,, deren imaginärer Bestandteil positiv imagi- 
när ist, die positiv imaginäre Größe — = i entspricht, so ist 
die Substitutionsdeterminante r positiv.*^) Es ist daher (5) 

(9) r=yr±^ 

WO die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. 

Aus § 6, Nr. 8 und § 10, Nr. 1 folgt mit Rücksicht auf (2) 

(10) _^«.T/(l±^r ^ ^ ^y 

Im Fall I wenden wir nun die quadratische Substitution an 

(111) y =* -. ----^' = tgw , z = —^:z^r=sz = sin w 

und setzen 

(121) k^yi^V*. 

Weil X reell und < 1 ist, so gut dasselbe für k. 

Zu den Formeln (111) ist zu bemerken: das Vorzeichen 
der Quadratwurzeln ist so zu wählen, daß die Yariabeln 
y und g dasselbe Vorzeichen besitzen. Den Winkel 9 wählen 
wir innerhalb des Intervalls — -, + Y ' 

Setzen wir die Werte (111) in (10) ein, so folgt: 
y^oT\ dx 1 + x de 1 + 't d(p 

y?w "" VB >/(T-^»)'(ir=Tv) " ys i/r=7Piin> ' 

Im Fall n setzen wir 
(IUI) y«i-]/i^^ = i-cos9), ^ = yi-/iy =-sin<3P, 



(12 ü) Ä = — i^ = -^=^. 



•) Setzen wir, unier pqp' q x^x^y^y^ reelle Größen verstehend 
a^+i^^P^y^Jp^A+Pl so folgt ^.= —^«--i'.%_. 

Eg igt also r=pq' — p'q positiv, -wenn x^ und y, dasselbe Vorzeichen 
besitzen. 
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Bezüglicli der Vorzeichen und der Bestimmung von q> 
gilt das oben festgesetzte^ wobei zu beachten ist^ daß [i negativ 
ist (411). Wir erhalten 

dx i/(l + x)* 1 dg 






Vfix) y ^ yr^ h* v (i ~ o a — k*z*) 

Zufolge (3) ist 

(14- x)» _J. i_l/IZ L_ 

B ' 1 — X» 5 K ^ y — ÄB ' 

Wir können deshalb die vorhergehende Gleichung auch 
in der Form schreiben 

dx 1 dz 



(13 II) 



1 d<p 



(14) 



Den Transformationsformeln (1), (111) und (IUI) können 
wir eine sehr übersichtliche Gestalt geben. Zu dem Zwecke 
schreiben wir die Substitution (1) in der Form 

oder ausführlich geschrieben (vgl. § 3, Nr. 16) 

(«1 — ^) («4 — x) ^ \ ^^~^}\ 11^" V ^ (fi — v) (1 + |u.y) 
{a,-a,){a^-x) /£ ^ M /l _ \ 2 ^ (1 - i; y)" 

Vertauschen wir in dieser Gleichung cc^ mit a^, a, mit «^ und 
dementsprechend ft mit o/^ so folgt 

(«1 — Q^i)fa— ^) ^ (y — f*) (1 + vy) . 
(«1 — «8)(ai— ^) 2v(l— ^y) 

Dividieren wir die Gleichung (14) durch die vorstehende, so 
folgt 

n ^\ (^« — g,) ■ ( a? — ttt) (a; — g, ) y(l — ft V) ^ £ 1+2^!^' 

(rc — Ol) (ä? — aj und (a: — Oj) (a; — Oj) sind die beiden reellen 
quadratischen Faktoren, in die die Funktion f{x) zerlegt wer- 
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den kann. Im Fall I sind die beiden Faktoren positiv^ so- 
fern X reell ist. Im Fall II ist der zweite Faktor positiv, der 
erste hat, damit f(x) positiv ist, dasselbe Vorzeichen wie a^ 
oder was dasselbe sagen will, wie o^ — «4 (II). 
Die Größe 

ist znfolge unserer Festsetzungen auf jeden Fall reell (vgl. I, 
n, 4 1, 4 II). Im Fall I ist sie positiv, im Fall 11 ist x (a, — a^) 
reeU und positiv. Folglich ist der Quotient 

l+xV 
jedenfalls reell und positiv, wenn x reell ist. 

Bei Benutzung der Substitutionen (111) und (Uli) er- 
gibt sich aus (15) 

^ rr (rr ^ \ (^ ^\ f ^ ~ *" 81^' 9^ Im Fall I 

Wir stellen die Schlußformeln, zu denen wir gekommen 
sind, und die Voraussetzungen, auf denen sie beruhen, über- 
sichtlich zusammen. 

Im Fall I wird vorausgesetzt 

Oj und 0(4 konjugiert imaginär, ebenso a^ und (x,, 

"* . "* und ^^.-^ positiv, 

X reell, positiv und < 1, Ä = VT^ x^ 
Im FaU II wird vorausgesetzt 

«1 und «4 reell, %{^i^ f^d positiv, 

Og und Oj konjugiert imaginär, *— ^ — - positiv, 

X == ui, u reell und negativ, Tc «• — _:_.^:r-. = - . 

Die Größe x ist Wurzel der Gleichung 

U + h/ "" B ^ aoC«! 



(17) 



da; 



■a«)(«4--«i) 

-^- - - ^"g- — imFaUn. 
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§ 13. Die elllptlscheu Firnktionen. Am Schluß des 
§ 2 haben wir das Integral erster Gattung nur bis auf eine 
multiplikative und eine additive Konstante bestimmt. Über 
diese wollen wir jetzt yerfögen; wir setzen 

(1) V = C\ _-/^ ^ 



und bezeichnen dieses Integral als Legendresches Normalin- 
tegral erster Gattung. Die Variable x beschränken wir vorerst 
auf reelle Werte, die dem Intervall 

angehören. Die Wurzel ist positiv zu nehmen. 
Setzen wir (vgl. § 10, Nr. 10) 

a; «= sin g? 



so folgt 

(2) v^F(g>,Jc) = 






Solange tp auf reelle Werte beschränkt bleibt, ist offen- 
bar V einwertige Funktion der Variabein (p, aber es ist auch 
umgekehrt (p eine einwertige Funktion der Variabein v. Man 
bezeichnet nach Legendres Vorgang 9 als „Amplitude" von 
V, in Zeichen 

(3) 9? «=» am v . 

Wächst (f um — , so wächst v um die Größe 

n 

(4) K - f- .J^^__^ = f —.^^ = . 
^ "^ J yi — k* sin« 9 J V(l — oc*) (1 — k^x^ 



Folglich ist mit Rücksicht auf (3) 

(5) am (t? + -ff^) = ani t; + Y • 



Die Größen sin q>, cos 9, ]/l -— ife^sin^y sind als einwer- 
tige Funktionen von q> auch einwertige Funktionen der 
Variabein v. 
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Diese Funktionen bezeichnet man als elliptische 
Punktionen. 

Jacobiy der diese Funktionen in die Analysis eingeführt 
hat^ bezeichnet sie mit sin B,mv, cos am i;^ ^ amv. 

In neuerer Zeit gebraucht man hierfür vielfach nach 
Gundermanns Vorgang die kürzeren Bezeichnungen snt;, 
cnv, dnt?. 

Sofern es notwendig erscheint den Modul anzugeben, 
schreiben wir ausführlicher sn(i;,Ä;), cn.(v,k)j dn{Vj Je). 

Die Funktion snv ist eine ungerade Funktion, die Funk- 
tionen cnt; und dnt; sind gerade. Aus der Definition der 
elliptischen Funktionen ergeben sich sofort die Gleichungen 

(6) sn^t; + cn*t; = 1, dn^v + Ä;*sn*t; = 1, 

dn«t;-Ä*cn»v«l -*«=*'«. 

Die elliptischen Funktionen können als YeraUgemeine- 
rungen der trigonometrischen Funktionen betrachtet werden: für 
Jc^O gehen sie in dieselben über. Für X; » ist nämlich 

amv»t; also snt? = sint;, cnt? = cos v, dnt7 = l. 

Die elliptischen Funktionen sind ebenso wie die trigono- 
metrischen periodisch. Aus (5) folgt nämlich 

sn (t? -f 4K) = sn v, cn (v + 4K) = cn v, dn (y + 4K) = dn v. 

Um die Derivirten der elliptischen Funktionen zu be- 
stimmen, bemerken wir, daß zufolge (2) 



dv 
ist. Hieraus folgt 



^ = ]/l — h^ sin* (p = dnv 



5 — -= — r " , == cos© yi — fc^sm^qp = cnvdnt?- 
iv äff dv ^ ' ^ 

Analog ergibt sich 

dcnv dcoBw dw , 

-3 — =» —x -,-=- — sn V dn t? 
dv dq> dv 

und 

ddnv A;'sin flp CO8QP dw 70 

dv l/l — Ä'sin^cp^» 

Wir stellen diese drei Formeln zusammen. 
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danv 



(7) 



, cn t? dn t? 

dt? 

d CUV j 

— - — = — an t; dn t; 
dv 

d dn V 7 9 

— j — =- — ft^snvcnv. 



Wir sind zu den elliptiechen Funktionen gelangt, indem 
wir von der Legendreschen kanonischen Form der Integrale 
erster Gattung ausgegangen sind. Wir gelangen zu einer 
anderen elliptischen Funktion, wenn wir die Weierstraßsche 
kanonische Form zu Grunde legen. Wir setzen 

dx 



(«) "=/^^ 



«i) {^ — «i) (^ — ß») 

X 

und bezeichnen dieses Integral als Weierstraßsches Normal- 
integral erster Gattung. Zwischen den Integralen u und v 
besteht die Beziehung (§ 11, Nr. 4 und 6) 

(9) 



Wir nehmen an, die Größen e^^e^e^ seien reell und zwar 
sei ^i > 62 > e^ Wenn wir die Variable x auf reeUe Werte 
> ßj beschränken, so ist der Integralwert u einwertige Funktion 
der unteren Grenze x und umgekehrt ist x einwertige Funktion 
von u, 

Weierstraß bezeichnet diese Funktion von u mit 

(10) x-^piu). 

Zwischen der Weierstraßschen ^-Funktion und den 
Jacobischen Funktionen bestehen die Beziehungen (§ 11, 
Nr. 3 und 5) 

(11) p(u)-.3 = ?L^^^- P(u)-^e,^{e,-e,)'^y 

dn*» 



p(u) - e, = (e^ - e^) 



BH^V 



Durch Auflösung dieser Gleichungen erhalten wir 



(12) snv = -jzA^^ ' cn 17 = ^f- - - dnt; = -f-J -_^ 
Vp{u)-e, Vp{n)-c, VpW-e, 
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§ 14. Das Additioiuitheorem. Wir haben im yoraus- 
gehenden aaf die Analogie zwischen den elliptischen und den 
trigonometrischen Funktionen hingewiesen. Diese Analogie 
zeigt sich auch darin ; daß für die elliptischen Funktionen 
ebenso wie für die trigonometrischen ein ^^Additionstheorem^^ 
besteht. Die trigonometrischen Funktionen der Winkelsumme 
lassen sich bekanntlich rational durch die trigonometrischen 
Funktionen der Summanden darstellen; analog lassen sich die 
elliptischen Funktionen Bn(u + v) im(u + v) dn(u + v) rational 
durch die elliptischen Funktionen der Yariabeln u und v dar- 
stellen. Um die Analogie mehr heryortreten zu lassen, wollen 
wir zunächst die bekannte Formel für sin (u + v) in der Weise 
ableiten, daß wir von der Definition der Funktion arc sin durch 
ein bestimmtes Integral ausgehen. Wir setzen, unter x,y 
Variable verstehend, deren absoluter Betrag < 1 ist 

(1) u^f-J^.. r=/-^. 



Wir bestimmen nun y als Funktion von z durch die Gleichung 

(2) u + v-C, 

wo C eine Eonstante bedeutet. 
Aus (2) folgt: 

oder anders geschrieben 

(4) yi- fdx +yi- x^dy - 0. 

Nun ist die linke Seite der yorstehenden Gleichung identisch 
gleich 

Mit Rücksicht auf (3) folgt 

d[xVr^' + yVl-l^ - 
also 

(5) ^yizry^ + yyizz^^^c, 

wo c eine Konstante bedeutet. 
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Aus (5) folgt für y «= a; = c, und aus (1) und (2) folgt 
sodann 

ü 
Das Additionstheorem der Sinus -Funktion läßt sich demnacli 
in der Form aussprechen: 

Wenn zwischen den oberen Integrationsgrenzen Xy y der 
Integrale Uy v die Beziehung (5) besteht ^ so besteht zwischen 
den Integralen selbst die Beziehung 

Wir wenden nun genau denselben Gedankengang auf die 
Integrale 

(6) w = 1 , und v -= I ^ = 

^ ^ j/ y(i-;,«)(i_Ä«g«) J yjjr- M*) (1 - ku^ 

an. Zur Abkürzung setzen wir 

(7) y{y^^)~{l^^Y^) ^ s und y(l-y«)(l-ÄV)=-^' 
Wir gehen wieder von der Gleichung 

(8) u + v^C 
aus; aus dieser folgt 

(9) T + T = 0- 

Diese Gleichung multiplizieren wir nun, entsprechend dem 
oben eingeschlagenen Verfahren, mit s und t, aber außerdem 
noch mit einer Funktion m der Variabein x und y, über die 
wir uns die weitere Verfügung vorbehalten. Nun ist 

mtdx « d(xmf) — -^xtdx — ^(-ö—^ + mt'jdy 

oder da (7) 

j ^ 

ist 

am ^«•_(i + Ä:«)ym + 2Ä:V»» 
mtdx-^ d(xmt) — -^^r^da; — a;-^^ r —dy. 
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Dementsprechend ist 

dm ^-^8*-{l + k^xm + 2k^x'm 
msdy = diyms) — j^ysdy — y ^ dx. 

Diese Werte setzen wir in die Gleichung (9) 

mtdx + msdy « 
«in und erhalten 

<10) d\m{xt + ys)-\ = [x^-^tdx + y^-^sdy] + 
^s* — iX-\-k*)xm-\- St'«»« 

y— dx + 

+ X^ ^ dy 

Die zur Yerfdgung stehende Funktion m hestimmen wir nun 
durch die beiden Differentialgleichungen 

<12) yj^^ + 2ÄVym = a?|^^ + 2l?xfm. 

Es verschwinden dann auf Grund der Gleichung (9) die beiden 
Terme auf der rechten Seite der Gleichung (10) und es folgt 

(13) m{xt + ys)^c 

wo c die Integrationskonstante bedeutet. 

Wir haben nun noch die beiden Differentialgleichungen 

{11) und (12) zu integrieren. Aus (11) folgt, daß m eine 

Funktion der einen Yariabeln xy ist. Es ist demnach 

cm , j dm , 

j^-my und j^-^x. 

Wir substituieren diese Werte in (12) und erhalten 
(y*s« - x^fi) m + 21z^xy (a? - y«) m - . 
Nach einer leichten Umformung folgt mit Rücksicht auf (7) 

%n_ _^ 2 k* xy 
m "" l~—k*x*y* ' 

Wir können demnach 
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setzen. Substituieren wir diesen Wert und die Werte (7) von 
s und t in (13), so folgt 

Für y = wird x^ c und wegen (6) und (8) 

r dz 



Wir haben daher den Satz: Besteht zwischen den 
oberen Integrationsgrenzen x,y der Integrale u,v die 
Gleichung (14), so besteht die Beziehung: 



^^^■^ J Vll-z')(l^k'z^+J] 



de 





/ dz 



Indem wir die elliptischen Funktionen der Argumente u und v 
einfuhren, können wir den Inhalt der yorstehenden Gleichung 
auch in der Form aussprechen: 

/^«v / , \ snucni? dnt? + Bnrcnwdnu 

(16) sn(M + V) =■ fT-^-i • 

Um analoge Formeln für die Funktionen cn(w + v) und 
dn(M + v) abzuleiten, benutzen wir die Gleichungen (Nr. 6 
des vorigen Paragraphen) 

cn"(M + v) « 1 — sn'(w + v) dn*(w + t?) = 1 — Ä* 8n*(u + v) . 
Aus der Identität 

1 — Ä;*sn*Msn*t? =« sn*Mdn*t? + cn*M = sn*t7dn'w + cn*t? 

folgt 

(17) (1 — Ä^sn*Msn't7)* = (cn*«i+ 8n*ttdn*t;)(cn*t; + sn*i;dn*M) 

und aus der Identität 

1 — A'^sn^usn^r = dn*M + Ä^sn*Mcn*t; = dn't; + fc'sn^vcn*« 
folgt 

(18) (1 -¥sn^uBnHy=^ 

(dn*M + Ä*sn*wcn^y) (dn^v + A;*sn*ycn*w) . 
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Aus der Gleichung (16) folgt mit Rücksicht auf (17) 

CR^(u + v) = 

(cn*tt + 8n*ttdn*ü)(cn*t? + Bn't?dn*M) — (Bn«*cni?dnt7+ Bnvcuudnii)* 
(1 — fc'sn'usn't;)* 

renken« — Bnuanvdnuä]iv~fl 



[cnt^cnt^ — BnuanvdnudnVY 
1 — Ä*sn*t*8n't? J 



Wir ziehen die Wurzel aus und bestimmen das Vorzeichen^ 
indem wir t; = setzen. 

Es folgt 

,^^s / , \ cnttcnt? — snwsnüdnwdnt; 

(19) cn(w + t?)= =-j — = = 

^ / V • y i — ^*sn*i*sn*v 

Durch eine ganz analog zu führende Rechnung erhalten wir 
bei Benutzung der Gleichung (18) 

^c%r\\ 1 / . \ dnttdn«? — ^-'snMsnvcnu cnt? 

(20) dn (w + v) =» z ,1 — i 2— 

^ / V ' / 1 — Ä'sn'wsn^t? 



§ 15. BlllptiBChe Fimktionen eines komplezeiL 
Arguments. Doppelte Periodliltftt. Wir haben im § 10 
die elliptischen Funktionen nur für reelle Werte des Arguments 
definiert, wir wollen nun ihre Definition auch auf komplexe 
Werte desselben ausdehnen. 

Zu dem Zweck substituieren wir in dem Integral 

(1) ^ ^ f _ ^^ __ ^ rl_ ^_^_ 

^ ^ J Vit— X*) (1 — k^x*) J Vi — k^ sin*9 

(2) x^iy^ sing? = itg ^ (vgl. § 12, Nr. 11 1). 
Es folgt 

(3) cos qp = 

^ ^ ^ C08 1/; 

und 



' ^ cos 1/» 

Führen wir an Stelle des Moduls k den komplementären 
Modul , 

(4) i' == yr^^' 

ein, so erhalten wir 

(5) Vl-*«sin> = V:^^. 
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Substituieren wir die Werte (3) und (5) in (1), so folgt 

(6) v^iv.^i(-—^''.^--.^i(-^^^ 

^ ^ JVl-Ä:'«8in«t|, Jl/(l-y')(l-A:'»y«) 



Aus der Torstehenden Gleichung folgt: 

am(M;, Ä') = ^ 8n(w;, Ä') = sin i> cn(w;, i') =« cos ^ 



dn {w, Ä') = )/l-Ä;'*8in«^. 
Andererseits folgt aus (1) (vgl. § 10) 

am(i;, Ä) = g? sn(t?, Ä) == sin 9 cn(v, i) «= cos ^> 

dn(t;, Ä) = 1/1 -i2sin>. 
Mit Rücksicht auf die Gleichungen (2)^ (3) und (5) ist daher 

fn\ /• TN . Bn(M7, Ä:') /. ,v 1 

^ ^ V j / cn(M;, A;^ cn(uj,Ä;) 

Damit sind die elliptischen Funktionen auch für rein imaginäre 
Werte des Arguments erklärt. Um sie für beliebige Werte 
des Arguments zu definieren, benutzen wir die Additions- 
theoreme (17), (20) und (21) des vorigen Paragraphen. Man 
überzeugt sich leicht, daß diese Theoreme auf Grund der 
Gleichungen (7) auch noch für rein imaginäre Werte des Ar- 
guments gelten. , Es steht uns frei festzusetzen, daß sie für 
beliebige komplexe Werte desselben gelten sollen. 

In § 10 ist gezeigt worden, daß die Funktionen 
(8) sn (v, ifc) cn (v, fc) dn (v, A?) 

die Periode 



4tK^4 - 



n 

d9> 



'/^ 



A;- sin' 9 



besitzen. Dementsprechend besitzen die Funktionen 
(9) sn(w,^-') ende?,*') dn(M?, Ä:') 

die Periode 



2 
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Aus den Gleichungen (7) geht nun hervor, daß die Funktionen 
(8) auch die Periode 4iK' besitzen, denn wenn das Argument w 
der Funktionen (9) um 4f wächst, so wächst das Argument 
der Funktionen (8) um 4iK\ 

Die elliptischen Funktionen besitzen demnach 
eine doppelte Periodizität. Diese merkwürdige Eigen- 
schaft tritt nur hervor, wenn wir auch komplexe Werte des 
Arguments in Betracht ziehen. Dieser Umstand deutet darauf 
hin, daß wir nur dann zu einer einfachen und umfassenden 
Theorie der elliptischen Integrale und Funktionen gelangen 
werden, wenn wir die Hilfsmittel heranziehen, die die Theorie 
der Funktionen einer komplexen Variabein darbietet. Damit 
werden wir uns in den nächsten Abschnitten beschäftigen. 

. § 16. Das Jaoobisohe TransformatlonBprlniip. 

Wir haben im vorausgehenden die Transformation ersten 
Orades des Differentials erster Gattung eingehend untersucht, 
daneben aber auch gewisse Transformationen zweiten Grades 
angewendet. Wir setzen nun, unter ü und V ganze rationale 
Funktionen w-ten Grades der Variablen y verstehend 

(1) ^^v 

und legen uns die Frage vor: Ist es möglich die Koeffizienten 
dieser ganzen Funktionen so zu bestimmen, daß das elliptische 
Differential erster Gattung 

dx dx 



(2) 



yf{x) y%{x — a^) (« — «,) (a:— s) (« — «4) 



durch die Sabstitution n-ten Grades (1) wieder in ein elliptisches 
Differential erster Gattung transformiert wird? 
Aus (1) und (2) folgt 

/Q\ dx dy ^y_ ^ 



ym V^{U^ a, F) {U- a, F) (^- a, V) {U - cc, V) 

Der Zähler des Ausdrucks rechts ist eine ganze Funktion 
2 n — 2-ten Grades von y (der Koeffizient von y*«- ^ verschwindet). 
Im Nenner steht unter dem Wurzelzeichen eine ganze Funktion 
4 n-ten Grades von y. Damit der Ausdruck rechts ein elliptisches 

Durftge-Manrer, elliptisolie Fanktionen. 5. Aufl. 4 





du dV 
dy dy 




U V 
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Differential erster Gattung ist^ muß diese Funktion 2n •* 2 
Doppelfaktoren besitzen und diese müssen mit den Quadraten 
der Linearfaktoren des Zahlers übereinstimmen. 

Zwei yerschiedene Ton den Funktionen fT—a^F können 
keinen gemeinschaftlichen Faktor besitzen, denn ein solcher 
müßte auch ein gemeinschaftlicher Faktor der Funktionen U und 
V sein, aber diese können wir als teilerfremd annehmen. 

Ein Linearfaktor, dessen Quadrat die Funktion ü — cc^V 
teilt, ist auch Faktor der Derivierten 

dU_ dV 
dy " dy 

und folglich auch Faktor der Funktion 

dy »' dy dy 

I U-a^V V 

Die Bedingungen unserer Aufgabe erfordern also, daß die vier 
ganzen Funktionen U— a^Fzusammengenommen 2n — 2 Doppel- 
faktoren besitzen. Der Zahler des Ausdrucks auf der rechten 
Seite der Gleichung (3) ist durch das Produkt dieser Faktoren 

teilbar, der Quotient ist eine Konstante. Da der Quotient y 

Yon 2n+ 1 Eonstanten abhangt, so bleiben drei von diesen 
Konstanten verfügbar. Dies ist von vornherein klar. Wenn 
nämlich die Substitution {X) den Bedingungen der Aufgabe 
genügt, so genügt ihr auch die allgemeinere Substitution 

wo ppqq beliebige Konstante bedeuten. Über diese Kon- 
stanten kann man derart verfügen, daß das transformierte 
Differential die Weierstraßsche Normalform besitzt oder 
so, daß es bis auf eine multiplikative Konstante mit der 
Riemann sehen oder der Legen dreschen Normalform überein- 
stimmt Ein Beispiel dafür bietet die in § 12 durchgeführte 
quadratische Transformation. 

Nehmen wir insbesondere an, daß schon das vorgelegte 
Differential die Weierstraßsche oder Legendresche Normal- 
form besitzt, so können wir die Gleichung 
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dx dy 

yii^ — g^x — g^ VW^—Yfy — Yi 
beziehungsweise die Gleichung 

dx 1 dy 



ansetzen. Im ersten Fall bestehen zwischen den Invarianten 
^8 7^3 ^^<1 ?%yy^ algebraische Gleichungen und insbesondere 
besteht zwischen den absoluten Invarianten (§ 5, Nr. 17) 



9^ „«j T. y." 



j„ y^ und J« 



eine algebraische Gleichung^ ,,die Invariantengleichung^^ 

Im zweiten Fall besteht zwischen den Moduln k und » 

die y^Modulargleichung^', zwischen dem Modul k und dem 

Multiplikator M die ^^Multiplikatorgleichung^^ 

Auf die Theorie dieser Gleichungen werden wir später 

von einem ganz anderen Ausgangspunkt aus zurückkommen. 

Vorerst wollen wir nur die Transformationen zweiten Grades 

untersuchen, die die Weierstraßsche kanonische Form wieder 

in eine Weierstraßsche kanonische Form transformieren. 

§17. Die Transformationen swelten OradOB. Wenn 
wir von der W eier st raß sehen kanonischen Form ausgehen, 
so erhält die Gleichung (3) des vorigen Paragraphen die Form 

dx dy dy , 

Unter der Voraussetzung, daß die beiden ganzen Funktionen 
U und F von nicht höherem als dem zweiten Grade sind, lauten 
die Bedingungen dafür, daß die rechte Seite der vorstehenden 
Gleichung ein Differential erster Gattung ist: von den vier 
Funktionen zweiten Grades 

(2) r, U-e,V, U-e,r, U-e,V, 

müssen zwei Quadrate sein. 

Datnit dieses Differential ebenfalls die Weierstraßsche 
kanonische Form besitzt, ist erstens erforderlich, das eine der 
vier Funktionen (2) auf den ersten Grad sinkt, und zweitens, daß 

4* 
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1^3) lim ^ ^y M 1 

isfc. 

Wir können die Zahl der in Betracht zu ziehenden Möglich- 
keiten durch die folgende Überlegung erheblich einschränken: 

Transformieren wir die Weierstraßsche Nonnalform zu- 
erst durch eine der yier in § 7 No. 9 angegebenen Substitutionen 
in sich und wenden wir dann eine Transformation zweiten 
Grades an, die sie in eine andere Weierstraßsche Normalform 
transformiert, so erhalten wir durch die Zusammensetzung 
der beiden Transformationen eine zweite Transformation zweiten 
Grades, die dasselbe leistet wie die erste. Diese beiden Trans- 
formationen betrachten wir als nicht wesentlich verschieden. 

Bei Anwendung der vier Transformationen ersten Grades 
werden die drei Faktoren 

untereinander permutiert und dementsprechend werden auch 
die vier Funktionen (2) permutiert. Wir können und wollen 
die Permutation so wählen, daß V diejenige der Funktionen 
(2) ist, die eine lineare Funktion des Variabein y ist. Unter 
dieser Annahme entspricht einem oo großen Wert der Variabelnj/ 
ein unendlich großer Wert der Variabein x (vgl. die in § 13, 
Nr. 8 getrofiFene Bestimmung). 

Um die noch verbleibenden Möglichkeiten auf einmal er- 
ledigen zu können, bezeichnen wir mit A, /a, v und «, /3, y 
zwei beliebige Permutationen der Zahlen^, 2, 3 und nehmen 
an, die Funktionen 

seien Quadrate und es sei 

(4) r^aiy-B^), £7-e,F=6(y-aJ(y-f^). 

Hier bedeuten a und b Konstante, die sofort bestimmt 
werden sollen. Der Koeffizient von y' in dem Ausdruck 

V(U-e,r){ü-e,r)(ü-e,V) 
ist ab^. 

Der Koeffizient von y* in dem Ausdruck 

dy dy 
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ist ab. Aus (3) folgt daher 

Da es nichts ausmacht^ wenn wir ü und V mit derselben 
Konstanten multiplizieren^ so können wir 

(6) a « ft « 1 

setzen. 

Aus (4) folgt mit Rücksicht auf (5) 



(6) . 

Damit die beiden vorstehenden Funktionen zweiten Grades 
Quadrate sind^ müssen die Größen 

(7) c^~ e,= Q^ und e^-^e,^ q, 
Wurzeln der Gleichung 

Bein. Mit Rücksicht auf die Relation (§ 7, No. 1) 

können wir diese Gleichung in der Form schreiben 

(8) p»_C5^9 + (£/-4*„e,) = 0. 
Die Diskriminante dieser Gleichung 

(9) A ^ {Q,-Q,y-^ {e,^e^y = 16(2^/+^,.,) 

verschwindet nicht. 

Aus (7) folgt mit Rücksicht auf die Gleichung 

(10) 3e, (91 + 92)7 3e^= 2pi- 9jj, 3e^^ = 2o,- p^. 

Bei der weiteren Untersuchung setzen wir voraus^ die drei 
Größen s^j e^, £, seien reell und fordern, daß auch die Größen 
^1? ^%} ^8 ^^^11 sind. Die Bezeichnung wählen wir so, daß 

«1 > ^2 > *8 ^nd «1 > «2 > «8 

ist (vgl. § 7, No. 3). 
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Im Einklang mit der früher eingeführten BezeiehnungB- 
weise (§ 11, Nr. 2) setzen wir 



(11) 









«• — c« 



Damit die Größe A (9) positiv ist, darf e^ nicht zwischen 
€^ und £o liegen, es muß also y ^ 1 oder = 3 sein. 
Wir nehmen zunächst an, es sei 

(12) y = l, ß = 2, «=.3. 

Die beiden Wurzeln der Gleichung (8) haben, weil 

positiv ist, dasselbe Vorzeichen und zwar das positive, da e^ » e^ 
positiv ist. Bezeichnen wir mit q^ die größere der beiden 
Wurzeln, so folgt aus (7) 

wir müssen daher 

(13) A«l, (1^2, i/=3 
setzen. 

Aus den Gleichungen (8), (9) und (11) folgt 

(), + p,= 6£,«2(ei~f3)(l + x'»), 

Folglich ist wegen (7) und (11) 

Jfe2^^« = (i--''y also 

Hieraus folgt die Modulargleichimg 

Unsere Substitution lautet in diesem Fall ((4) u. (5)): • 
(17) ^_e, = ÖtliiHyzii.l 



(14) 
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Um y als Funktion der Variabeln x zu bestimmen, be- 
nutzen wir die Gleichung 

die sich durch eine einfache Rechnung aus den Gleichungen 
(4), (5), (7) und (8) ergibt. 

Man bezeichnet die Substitution (17) als ^^Landensche^* 
Substitution. Nehmen wir nunmehr an 

(19) « = 1, ß = 2, y-3. 

Die Wurzeln der Gleichung (8) haben auch in diesem Fall 
dasselbe Vorzeichen, aber sie sind n^i^tiv, weil Sy — e, negativ 
ist. Wählen wir die Bezeichnung wieder so, daß die Wurzel ^j 
den größeren absoluten Betrag besitzt, so ist die Differenz 
(fi — Qf n^^tiv und wir mflssen mit Bttcksicht auf (7) 

(20) v = l, (1 = 2, A-=3 
setzen. Aus (8), (9) und (11) folgt in diesem Fall 

Qi + 9i-^h 2(ei-a,)(l + x»), 

Ci-P» 4(£i-c,)x, 

Pi («1 - h) (1 - *)'■ 

Aus (7) und (11) folgt 

(22) ,'-1/^.=-.;-«. 

Hieraus ergibt sich die Modulargleichung 
(23) fc»- ** 



(21) 



(l + x)« 

Die Gleichung (23) geht aus (15) hervor, wenn man k 
und X vertauscht. 

Unsere Substitution lautet nunmehr ((4) u. (5)): 

(24) a:^e,^(l:zjA(lZL^jl. 

Zur Bestimmung von y dient die Gleichung 

(25) '^Z-^ - g-^t+l?) • 

Man bezeichnet diese Substitution als Gaußische Substitution. 
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§ 18. Anwendimg der Landenschen Bnbetitn- 
tion anf die Legendresche kanonische Form. Die 

Landen sehe Substitution nimmt eine besonders einfache Ge- 
stalt an, wenn wir von der Weierstraßschen kanonischen 
Form zu der Legendreschen übergehen und die Amplitude 
einfahren (§ 13 Nr. 3). 

Wir setzen, die im vorigen Paragraphen eingeführten Be- 
zeichnungen beibehaltend 



^ — /s ^ J_ 

Cj — es sin^ <p 



(1) 

und 

(2) 

woraus 

/o\ x — e, . o aj — c, 1 — k* sin qp 

(3) i-z:^ = ^*g9>^ 

und 



Cj — Cg ^ ^' Ci — «8 sin* V 



(4) yz:i. = ctg«^, y-ii^^^^p^ 

folgt. Wir erhalten 

dx 1 dcp 

2y{x — e^){x — c,j {x — 6a) "j/fj — 63 ]/l — Ä* sin* 9 

und dementsprechend 

d^ 1 dtp 

Mit Rücksicht auf die Gleichung (15) des vorigen Parar 
graphen folgt 

(Py) ^y _ _2__ _ _ __^!^ ^^ = (1 + x) — - ^^ 

^ "^ yi— ife*8in> l + *yi — x*8in«i/) ^ '^ yi — x«fiin*i/; 

Zwischen i, x und x' bestehen die Beziehungen 

Die Substitution (17) des vorigen Paragraphen erhält, 
wenn wir die Werte (1), (2) und (4) einführen, die Gestalt 
1 1 1 — x*8in*t/> 

sin^qp (1 + %y sin* ^ cos* ij} 

Nach einer leichten Umformung erhalten wir 

Ctg ^ — ^1 _|_ ^'^ gin ^ CQg 1^ 
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und hieraus 

U; ^S9^ l^^'igi^ (l__x') + (l+x')co8 2i(; Ä; + C082^' 

Wir geben dieser Gleichung eine für die numerische 
Rechnung bequemere Form. Es ist 

^ ^^ ^; - i + tg 9 tg t/, r- x'ig« !/> + (1 + x') tg«i^ ' 

folglich 

(8) tg(<)p-^) = x'tg^. 

Diese Gleichung dient zur Berechnung von <p, wenn ^ 
gegeben ist. 

Aus (7) folgt ferner 

(9) sin (2 ^ — 9) = Ä: sin <p . 

Diese Gleichung dient zur Berechnung von ^^ wenn 9 
gegeben ist. 

Dem Wert cp ==» entspricht der Wert 1^ =■ (7). Bei 
Benutzung der abkürzenden Bezeichnung 



erhalten wir daher aus (5) die Gleichung 

(10) FQc, <p) - i^-j,F{x, ^) = (1 + x)F(x,^). 

§ 19. Berechnang des Legendresohen Normal- 
Integrals erster Oattnng. Wir benutzen die Landen sehe 
Substitution, um das Legendresche Normalintegral erster 
Gattung FQCjip) zu berechnen. Dabei halten wir an der 
Voraussetzung fest, daß der Modul h reell, positiv und < 1 
und daß die Amplitude tp reeU und positiv ist. 

Bei Anwendung der L an denschen Substitution wird der 
Modul des Integrals erster Gattung vergrößert, die Amplitude 
wird verkleinert, wie aus den Gleichungen (6) und (9) des 
vorigen Paragraphen hervorgeht. Durch wiederholte Anwen- 
dung der Landen sehen Substitution kann daher das Integral 
F(hjip) — wie sofort des genaueren nachgewiesen werden 
wird — auf ein Integral erster Gattung zurückgeführt werden, 
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dessen Modul innerhalb der verlangten Genauigkeitsgrenzen » 1 
gesetzt werden kann. Dieses Integral läßt sich ohne weiteres 
berechnen: es ist 

(1) ^(l,9')=/,^-lgtg(| + |)- 

Bei Anwendung der inversen Substitution wird der Modul 
verkleinert, die Amplitude vergrößert. Durch wiederholte An- 
wendung dieser Substitution kann daher das Integral F(k,(p) 
auf ein Integral zurftckgeführt werden, dessen Modul = ge- 
setzt werden kann und es ist 

(2) F(p,tp)^g>. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit der letzteren Transfor- 
mation. 

In den Grleichungen (6) und (8) des vorigen Paragraphen 
setzen wir an Stelle der Buchstaben 

k ¥ X x' q) i; 

beziehungsweise 

Wir berechnen nun von dem Modul k^^k und der Am- 
plitude 9o ^ ^ ausgehend eine unbegrenzte Reihe von Moduln 
und Amplituden mittelst der Rekursionsformeln: 



1 —k ' ft • 


r» 0,1,2,.. •• 


(4) tgCv^+i-yJ-Vtgy»- 

Wegen 




konvergieren die Glieder der Reihe 




fc \ Ä, •••• 
gegen Null. 

Aus (4) folgt 

29',>9',+i>9'»- 





Daher konvergiert der Quotient \ bei wachsendem v gegen 

2 

einen endlichen Grenzwert (Pq- 

Aus der Gleichung (10) des vorigen Paragraphen folgt 
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Da nun 

lim Äy =« und lim -^ ^ 0^ 
ist, BO folgt (2) 

(5) F(k,<p) ^{l+k,)(l+h,)(l+k,)... «.. 

Für 9 « y ist (4) fp^^x und allgemein g?^ ■= 2*' • y* 
Folglich ist 

(6) JT- F(k,^) - (1 +*,)(! + *,)(! + ä:,) . . . f . 

Substituieren wir diesen Wert in (5), so folgt 

(7) Fik,<p) - ?^. *o. 

Die vorstehenden Formeln erhalten eine sehr elegante 
Form, wenn wir an Stelle der Großen k',k^' die Quotienten 

(8) *'--, K-- 

einfahren. Aus (3) folgt 

Wir genügen dieser Gleichung, indem wir 

(9) ö.+i = i («r + K) > ^+1 - "KöÄ 

setzen. Die Große a kann willkürlich gewählt werden. 
Die Glieder der Reihe 



o a, a, . • . 




nehmen beständig ab, die der Ueihe 




h 6, 6, • • • 
nehmen beständig zu. 
WeU 




lim Ä, — also lim A/ 





ist, konvergieren die Großen a^ und h^ gegen denselben Grenz- 
wert M(a,b). Man bezeichnet denselben nach Gauß Vorgang 
als arithmetisch-geometrisches Mittel. 

Aus (3) folgt mit Rücksicht auf (8) und (9) 

1 + *^+i= ^nx "" TT7' 

»T^ r v + 1 
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SetzeD wir diese Werte in (6) ein, so folgt 

(10) ^'-F{^,^)-i^,yi-Mm\- 

Indem wir die Ghrößen h und k' vertauschen^ erhalten wir 

(11) ^-F{u',^)-MhY^- 

Ein Beispiel mf^ zeigen, wie schnell das auseinander- 
gesetzte Verfahren zum Ziel führt. 
Es sei 

* 26 ' * 26 

Wir setzen 

0-25, 6 = 7 

und erhalten auf fünf Dezimalen genau 

o^ _ 16 \~ 13,22 876 

a, - 14,61 438 &, - 14,54 854 
0, = 14,58 146 6, - 14,58 142 
a^=\= M{a,V) = 14,58 144 . 
Es ist somit 

^-<M)-u:l8ur -1 = 2,69 314. 

Um auch K' zu berechnen, setzen wir 

a-25 6-24 

und erhalten 

Ol - 24,5 \ = 24,49 491 

0, - 24,49 7455 \ = 24,49 7443 

o,-6,-Jlf(a,6) =24,49 745 

^= ^(2^' D-^j^T- 1^60338. 

Um das Integral F{k,q)) durch sukzessive Vergrößerung 
des Moduls zu berechnen^ ersetzen wir in den Gleichungen (6) 
und (9) des vorigen Paragraphen die Buchstaben 

Ä Ä' X X 9 ^ 

beziehungsweise durch 
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und berechnen eine unbegrenzte Reihe von Moduln und Am- 
plituden mittelst der Rekursionsformeln 

1 — fc 



(12) *_.«.^,^i-l..yi-/../ ,^0,1,2,... 

(13) sin(2t3P.,_i-9_J-Ä;_,sin9?^,. 

Aus (12) ergibt sich^ daß bei wachsendem v JcL^ gegen 
Null^ also k_^ gegen 1 konvergiert. Aus (13) folgt ^ daß 
9_y bei wachsendem Index abnimmt aber positiv bleibt. Folg- 
lich konvergiert g>_^ gegen einen endlichen positiven Grenz- 
wert 0^. 

Aus der Schlußgleichung des vorigen Paragraphen folgt 

(14) F(h.^, 9_,) - (1 + *'_,_ JJ-CÄ.,.,, ,,_,_,) 
und hieraus folgt mit Rücksicht auf (1) 

(15) j'(Ä,9) = (i + Ä'_o(i + i'_,)(i +*'_,)... lg tjr(^ + ^). 

Wir machen von der eben besprochenen Transformation 

Gebrauch, um einen Näherungswert für das Integral JPfÄ, ~\ 

zu bestimmen, unter der Yoraiissetzung, daß k nur wenig von 
1 verschieden ist. 

Wir setzen, unter y eine sehr kleine Größe verstehend 

(16) i — cos y 
und erhalten aus (12) 

(17) *'_,-tg«X. 

Aus (13) folgt ftlr V - 0, 9 - f 

8in(29_, — y)-cosy 
also 

(18) 9>.i-^- 

Aus (14) folgt mit Rücksicht auf (17) und (18) 
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Weil im Intergrationsinteryall 

also sehr klein ist, können wir die Wurzel 

1 



C0BqpT/l + tg*-|-tg«9 



in eine Binomialreihe entwickeln. Die Reihen snmme liegt 
zwischen 



oe 
Das Integral 



und -i-_ltg*^"-5^. 

COSqp COS 9 2^2 COs'qp 



2 
- , y 1^2 cos'qp 



dq) 





konvergiert mit y gegen Null. Das Integral 



2 





wächst, wenn y gegen Null konvergiert, über alle Grenzen^ 
aber die Differenz 

konvergiert gegen NuU. Es ist daher 

(19) 1^[J'(Ä,|)-Iogl] = 0. 



Zweiter Abschnitt. 

Fmiktioiieiitheoretisclie Untersuchung der rationalen 
Funktionen der OrSßen x und V7(^. 

§ 20. Die BlemannBOhe FlAohe. Bei unseren Unter- 
sncliungen haben wir es fortwährend mit der irrationalen 
Größe _ 

ZU tun. Solange die Variable x auf reelle Werte beschränkt 
bleibt, hat es keine Schwierigkeit, das Vorzeichen der Größe $ 
zu bestimmen. Wenn die vier Wurzeln a^ komplexe Größen 
sind, so können wir für einen speziellen Wert x das Vor- 
zeichen der Größe s nach Belieben wählen; es ist dann für 
alle Werte von x durch die Festsetzung bestimmt, daß die 
Größe s sich mit x nach der Stetigkeit ändert. Sind die 
Wurzeln a^ sämtlich oder wenigstens teilweise reell, so kann 
für jedes Intervall, das durch zwei reelle Wurzeln begrenzt ist> 
das Vorzeichen der Größe s beliebig gewählt werden. Wesent- 
lich anders verhält sich die Sache, wenn wir auch komplexe 
Werte der Variabein x in Betracht ziehen. Um die Sachlage 
klar zu stellen, machen wir von dem Hilfsmittel der geo- 
metrischen Repräsentation Gebrauch. Wir setzen. Reelles und 
Imaginäres trennend 

x^X + iY 

und repräsentieren in üblicher Weise die komplexe Variable x 
durch den Punkt einer festen Ebene, dessen kartesische Koor- 
dinaten die Werte X, Y besitzen*). Den Punkt bezeichnen wir 

*) Die Achsen nehmen wir in üblicher Weise so orientiert an, daE 
man im Sinn der wachsenden Abszissen fortschreitend die Richtung der 
wachsenden Ordinaten znr Linken hat. 



64 § 20. Die BiemannBche Fläche. 

durch denselben Buchstaben wie die komplexe Variable, deren 
Wert er repräsentiert. 

Wir wählen nun unter den beiden Werten der Größe s, 
die einem bestimmten Wert a? = 6 entsprechen, einen aus — 
er möge mit ß bezeichnet werden — und lassen den Punkt x 
eine vom Punkt h ausgehende Kurve L durchlaufen, die sich 
nicht überkreuzt und durch keinen der vier Punkte a^ geht. 
Der Wert der Größe s ist für jeden Punkt der Kurve L ein- 
deutig durch die beiden Bedingungen bestimmt, daß sich die 
Größe s mit x nach der Stetigkeit ändert und daß sie im 
Anfangspunkt den Wert ß annimmt. 

Es ist also insbesondere der Wert y, den s im Endpunkt 
c der Kurve L annimmt, eindeutig bestimmt. Man bezeichnet 
dieses Verfahren den Wert der Größe s im Punkt c zu be- 
stimmen, als analytische Fortsetzung der Funktion s längs der 
Kurve Z/*). Das Verfahren ist offenbar eindeutig umkehrbar: 
Wenn man vom Punkt c ausgehend den Anfangswert y längs 
der Kurve L analytisch fortsetzt, so erhalt man im Punkt 6 
den Endwert ß. Nehmen wir an, es seien zwei die Punkte 6 
und c verbindende Kurven L und U gegeben. Wenn die 
analytische Fortsetzung des Funktion s wertes ß längs des Weges 
L' zu demselben Endwert führt wie die längs des Weges Z, 
so wird die analytische Fortsetzung des Funktionswertes ß 
längs der geschlossenen Kurve, die sich aus den Wegen L 
und L' zusammensetzt, zum Anfangswert zurückführen. Führt 
dagegen die analytische Fortsetzung längs des Weges L im 
Punkt c zum Endwert y, die Fortsetzung längs des Weges L' 
zum Endwert — y, so führt die Fortsetzung längs des Weges 
LL' nicht zum Anfangs wert ß zurück, sondern zum Wert — ß. 

Wir müssen nun zunächst feststellen, unter welchen Be- 
dingungen die analytische Fortsetzung der Funktion s längs 
einer in sich zurücklaufenden Kurve C zum Anfangswert zu- 
rückführt. Zu dem Zweck betrachten wir die vier Wurzel- 
funktionen yx — «y (v « 1, 2, 3, 4). Wii- setzen 



•) Vgl. F. Th., § 47. 
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Die absoluten Beträge 

sind eindeutig bestimmt. Die Arkuse 
tp^ = arc {x — a^ 

sind nur bis auf ein Multiplum von 2n bestimmt; wenn aber 
der Wert einer jeden dieser vier Grrößen für einen Punkt h 
der Kurve C fixiert ist; so können sie 
mittelst des Prinzips der analytischen 
Fortsetzung für die ganze Kurve C ein- 
deutig definiert werden. Wenn die 
Kurve C den Punkt a^ nicht einschließt, j^ ^ ^^ ^ 

so ist der Endwert der Funktion 9?^ 

gleich dem Anfangswert (s. Fig. 1); wenn dagegen der Punkt a^ 
innerhalb der Kurve C liegt^ so ist der Endwert der Funktion 9^ 
um 2yt vom Anfangs wert verschieden (s. Fig. 2). Folglich ist 
im ersten Fall der Endwert der Funktion 

gleich dem Anfangswert, im zweiten Fall dagegen ist er 

er besitzt also in diesem Fall das entgegengesetzte Vorzeichen 
wie der Anfsuigswert. 

Wir schließen hieraus: 

Die analytische Fortsetzung der Funktion 



s =- y%{x — «,) {x — «j) (x — Og) (ic — aj 

längs der geschlossenen Kurve C führt zum Anfangswert zu- 
rück, wenn diese Kurve keinen von den Punkten «^ oder zwei 
derselben oder alle vier einschließt; dagegen ist der Endwert 
dem Anfangswert entgegengesetzt gleich, ^ ^ 

wenn die Kurve C einen oder drei der J^ 

Punkte «y einschließt. <^ 

Wir verbinden nun die Punkte a^ x^l ^ t ^ 
und Oj durch eine Kurve D, die Punkte «j ^^ 3 

und a^ durch eine Kurve D' (s. Fig. 3). 

Die mit den Einschnitten D, D' versehene Ebene bezeichnen 
wir mit E\ Wir unterscheiden die beiden Ränder der Linien 

Duröge-Manrer, eUlptiache Funktionen. 5. Aufl. 5 
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D und D' als + Rand und — Rand der Art, daß ein positiver 
Umlauf um den Punkt a, vom + Rand auf den — Rand von Z>, 
und ein positiver Umlauf um den Punkt a^ vom + Rand auf 
den — Rand von D' führt*). Eine in sich zurücklaufende 
Kurve, die innerhalb der Fläche E' verläuft, also keine der 
beiden Linien D, D' überschreitet, kann nur eine gerade Anzahl 
der Punkte a^ einschließen. Daraus folgt: 

Ziehen wir nur Wege in Betracht, die innerhalb 
der Fläche E' verlaufen, so führt die analytische Fort- 
setzung der Funktion s längs zweier Wege, die die- 
selben Punkte b und c verbinden, zu demselben 
Endwert. 

Die Funktion s ist demnach für die Fläche E" eindeutig 
definiert, so bald ihr Wert für einen bestimmten Punkt b der- 
selben fixiert ist. Je nachdem wir den einen oder den andern 
der beiden Werte, die dem Punkt b zugeordnet sind, als 
Anfangswert wählen, erhalten wir zwei verschiedene Funktionen 
s^ und s^. 

Die Werte, die die Funktionen s^ und s^ zu beiden Seiten 
der Linien D und D' annehmen, besitzen ent- 
gegengesetzte Vorzeichen, denn man kann sie 
durch eine in sich zurücklaufende Kurve ver- 
^"^ binden, die einen der beiden Endpunkte der be- 

treffenden Linie einschließt (s. Fig. 4). 
Die Werte, die die Funktion s^ in gegenüberliegenden 
Punkten auf den Rändern der Linien D und D' annimmt, be- 
zeichnen wir kurz mit 6„, beziehungsweise s^. Zwischen diesen 
Werten bestehen die Beziehungen 

Wir legen nun zwei Exemplare der Ebene E' aufeinander 
und ordnen den Punkten des oberen Blattes E[ die Werte der 




*) Wenn ein Punkt eine geschlossene Kurve in dem Sinn durch* 
läuft, daß die eingeschlossene Fläche zur Linken liegt, so sagt man, 
der Punkt durchlaufe die Kurve im positiven Sinn. Dementsprechend 
sagt man, ein Punkt führe einen positiven Umlauf um einen Punkt b 
aus, wenn er eine den Punkt 6 einschließende Kurve im positiven Sinn 
durchläuft. 
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Funktion 5^, den Punkten des unteren Blattes £, die Werte 
der Funktion s^ zu. Sodann schneiden wir jedes Blatt längs 
der Kurven D und D' auf und heften den + Band der im 
Blatte JEj liegenden Kurve D^ an den — Rand der in E'^ liegen- 
den Kurve D, und den — Rand der Kurve D^ an den + Rand 
von Dj. Dementsprechend wird der +Rand der Kurve D^ an 
den — Rand von D', und der — Rand von D^ an den + Rand 
von Dg geheftet. Auf diese Weise entsteht eine unbegrenzte 
zweibUlttrige Fläche T; man bezeichnet sie als Riemannsche 
Fläche. Die Linien D und D\ längs deren die beiden Blätter 
der Fläche T aneinander geheftet sind^ bezeichnet man als 
„Übergangslinien'' oder auch als „Doppellinien''; die Punkte a^ 
als „Verzweigungspunkte". 

Die beiden Blätter der Riemannschen Fläche haben nur 
die Yerzweigungspunkte a^ gemein; längs der Doppellinien 
durchsetzen sie sich gegenseitige ohne daß sie^ von den Punkten a^ 
abgesehen^ Punkte gemein haben. Durch ein materielles Modell 
lassen sich diese Zusammenhangsverhältnisse nicht vollkommen 
versinnlichen. 

Die Werte der Funktion s sind den Punkten der Riemann- 
schen Fläche eindeutig zugeordnet und, sofern die Variable x 
auf endliche Werte beschränkt bleibt, ist die Funktion s über- 
all stetig. 

Damit ein Punkt der Fläche T eindeutig bestimmt ist, 
muß außer dem Wert der Variabein x auch noch der Wert der 
zugehörigen Variabein s gegeben sein. Einen Punkt, dem die 
Werte x ^ c, 8^ y zugeordnet sind, bezeichnen wir kurz als 
Punkt {c, y). 

Anstatt die Werte der komplexen Variabein x durch die 
Punkte einer Ebene geometrisch zu repräsentieren, können wir 
sie auch den Punkten einer Kugel zuordnen.*) Zu dem Zweck 
beschreiben wir um den Nullpunkt der rc-Ebene mit dem 
Radius 1 eine Kugel und projizieren die o;- Ebene von dem 
einen Endpunkt des Durchmessers aus, der auf ihr senkrecht 
steht, stereographisch auf die Kugel. Jedem Punkt der Kugel 
wird derselbe Wert der komplexen Variabein x zugeordnet, 



•) Vgl. F. Th. § 16. 
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wie dem entsprechenden Punkt der rr-Ebene. Dem unendlich 
fernen Gebiet der x- Ebene entspricht auf der Kugel ein Punkt, 
nämlich der Pol, von dem aus projiziert wird. Wenn man 
zur geometrischen Repräsentation die Engel benutzt, so ge- 
winnt demnach die in der Funktionentheorie übliche Bezeich- 
nung „unendlich femer Punkt'' eine durchaus anschauliche 
Bedeutung. 

Der zweiblättrigen Riemannschen Fläche T entspricht 
eine zweiblättrige Kugelfläche, die Riemannsche Kugel. 

Auf dieser Kugel können wir, ohne daß sich irgend etwas 
wesentliches ändert, einen der Verzweigungspunkte in den Pol, 
der dem unendlich fernen Punkt der a;- Ebene entspricht, 
rücken lassen. Der Grenzfall, daß einer der Verzweigungs- 
werte unendlich groß wird, bietet also keine wesentliche Be- 
sonderheit. 

§ 31. Die der WeieretraBeohen Normalform 
entspreohende Biemannsohe Fl&ohe. Bei den folgenden 
Betrachtungen gehen wir von der Weierstraßschen Normal- 
form (§ 7) 

(1) ^ « A^x^ — g^x —g^^ 4(j: — e^ {x — ^) (rc — e^ 
aus. In diesem Falle ist einer der Verzweigungswerte unend- 
lich groß. 

Mit der Riemannschen Fläche, die der Gleichung (1) 

entspricht, haben wir es im folgenden fortwährend zu tun, 

wir wollen deshalb von einer ganz bestimmten Vorstellung 

en. 

Die Übergangslinien D und D' nehmen wir geradlinig an. 

Die Linie D' verbinde die beiden Punkte e^ und e^] die Linie 

/ ^ D gehe vom Punkt e^ aus ins Unendliche, 

x/ ihre Richtung folle mit der Richtung des 

^ c^ ± *- Vektors zusammen, der vom Punkt e^ aus 

^ zum Punkt e^ führt (Fig. 5). Bezüglich 

der Bezeichnung der Ränder der Übei^angs- 

linien wollen wir festsetzen: ein positiver Umlauf um den 

Punkt e^ und ein positiver Umlauf um den Punkt e^ föhre 

vom + Rand auf den — Rand der betreffenden Übergangslinie. 

Wenn die Verzweigungspunkte auf einer Geraden liegen. 
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SO bezeichnen wir mit e^ den mittleren derselben. Insbesondere 
setzen wir, wenn sie reell sind, wieder 

voraus. Die Übergangslinien fallen in diesem Falle in die 
Achse der reellen Zahlen, ihre positiven Ränder liegen auf der 
Seite der wachsenden Ordinaten. 

Um die Funktionszweige 5^ und s^ eindeutig zu definieren, 
setzen wir fest: im Falle reeller Yerzweigungswerte sei längs 
des + Randes der Übergangslinie D s^^ positiv, s^ negativ. Wir 
wollen für diesen Fall die Zuordnung der Funktionswerte zu 
den Punkten der* Rie mann sehen Fläche genauer verfolgen. 
Wir setzen, Reelles und Imaginäres trennend 

x^X + iY, 5= U+iV. 
Aus (1) folgt 

(2) U^^V^ 4X» -^,X - ^3 - 12XY' 
und 

(3) 2ÜV^ (12X» -47«- g,)Y. 

Das Produkt UV verschwindet längs der Abszissenachse 
und längs der Hyperbel, deren Gleichung 

ist und zwar gilt dies fiir beide Blätter der Riemannschen 
Fläche. Längs der Übergangslinien e^ + oo und e^e^ ist s reell, 
also F « 0. Längs der Abschnitte — oo e^ und e^ e^ der 
Abszissenachse ist C/ = 0. Die Punkte, in denen die Hyperbel 
die Abszissenachse schneidet, sind durch die Oleichung 

bestimmt; der eine derselben liegt zwischen den Punkten e^ 
imd e^y der andere zwischen den Punkten e^ und 6^; im ersten 
Punkt ist daher £/==0, im letzteren F=0. Daher muß auf 
dem ganzen Ast der Hyperbel, der durch den ersten Punkt 
geht, Z7 = 0, und auf dem Ast, der durch den zweiten Punkt 
geht, F =» sein. Es ergibt sich dies sofort aus der Be- 
merkung, daß in keinem Punkt der Hyperbel die beiden 
Größen U und F verschwinden, und daß in jedem Punkt der- 
selben eine dieser Größen verschwindet. 
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Die Größen ü und V haben — wie aus (3) hervorgeht 
— in den Punkten, die gleichzeitig im Innern der positiven 
Halbebene und im Innern der Hyperbel liegen das gleiche 
Vorzeichen, ebenso in den Punkten, die gleichzeitig in der 
negativen Halbebene und außerhalb der Hyperbel liegen. In 

den übrigen Teilen 

Z/TUfffotiu \ V'Tussfaiu; / Z/posUiv 



Viu^aüi/ 



VposiUu 



-^co 



der Fläche T haben 
sie entgegengesetzte 
VposUw Vorzeichen. 

In der neben- 
stehenden Figur sind 
Uive^atU/ die Vorzeichen, die 
die Größen f/, V 
Vpositiv im oberen Blatt der 
Fläche T besitzen, 
eingetragen. 

Für den Fall, daß die Verzweigungswerte e^ komplex sind, 
bemerken wir zunächst: längs der Doppellinie T> sind die 
Quotienten 

^^:^ und 



UposiMi/ 



ZTposUu/ 
VposiUu 



Plg. 6. 



X — t^ 



reell und positiv, der Quotient 



konvergiert gegen 1, wenn der Punkt x ins Unendliche rückt. 
Folglich konvergiert der kleinste Wert der Funktion 



arc 






gegen Null. Wir können deshalb festsetzen: 

Rückt der Punkt x im oberen Blatt längs D ins Unend- 
liche, so ist 

s ^ 

lim arc j-r^-- =^8 = 2m:r, 

wo m eine ganze Zahl bedeutet. 

Das Vorzeichen von Ve^-^H ^'^'^^ beliebig gewählt werden. 
Wir wollen festsetzen, es sei 

--J<arcye7-^8 ^Y' 




Fig. 7. 
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es sei also der reelle Teil der Wurzel, wenn er nicht ver- 
schwindet, positiv. Wenn er verschwindet, so sei die Wurzel 
positiv imaginär. 

Nachdem dies festgesetzt ist, ist das Vorzeichen von 8 auf 
Grund des Prinzips der analytischen Fortsetzung für die ganze 
Fläche T eindeutig bestimmt. 

Einer späteren Anwendung wegen fügen wir noch die 

folgende Bemerkung hinzu: gehen wir im unteren Blatt auf 

einem Halbkreis, dessen 

Mittelpunkt auf der 

Strecke e^e^ liegt und 

dessen Radius sehr groß 

ist, von einem PuDkt 

+ 
des Randes D zu einem 

Punkt des Vektors L über, der vom Punkt e^ aus in der 

Richtung e^e^ ins Unendliche läuft (s. die nebenstehende Figur), 

so wächst jede der Großen 

arc {x — Ci) und arc {x — e^ 
um X, die Zunahme von arc {x — e^ ist nur wenig von n ver- 
schieden. Folglich wächst arc 5 nahezu um --. Daraus folgt: 

Rückt der Punkt a: im unteren "Blatt längs des Vektors L ins 
Unendliche, so gilt die Gleichung 

wo m eine ganze Zahl bedeutet. 

Diese Bestimmung steht im Einklang mit der für reelle 
Verzweigungspunkte getro£Eenen. 

§ 22. Über die Fnnktionen, die auf der Fl&ohe T 
einwertig sind. Bezeichnen wir mit A und B einwertige 
Funktionen der komplexen Variabein x. Die Werte der 
Funktion 

(1) F^A + Bs 

sind den Punkten der Fläche T eindeutig zugeordnet; man 
bezeichnet deswegen F als einwertige Funktion des Orts in 
der Fläche T. 
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Umgekehrt läßt sich jede einwertige Funktion des Ortes 
in der Fläche T in der Foim (1) darstellen. 

Um dies zu beweisen, repräsentieren wir die Werte der 
komplexen Yariabeln x außer durch die Punkte der zweiblättrigen 
Fläche T auch noch durch die Punkte der einfachen Ebene E. 
Die sich deckenden Punkte der Fläche Ty die demselben Punkt 
der Ebene E entsprechen, unterscheiden wir als Punkte (a:, sj 
und {Xj s^. Die Werte, die die Funktion F in diesen beiden 
Punkten annimmt, bezeichnen wir mit F^ und F^, Wir setzen 

(2) F, + F,-=2A, ^fE^ = B. 

Beschreibt der Punkt x in der Ebene E einen in sich, 
zurücklaufenden Weg, so beschreibt entweder jeder der beiden 
Punkte {Xy Sj) und (x, s^) in der Fläche T ebenfalls einen in 
sich zurücklaufenden Weg, oder der Punkt {x, s^) gelangt nach 
{x, s^) und der Punkt (x, Sj) gelangt nach (x, sj. Im ersten 
Fall kehrt eine jede der Funktionen F^, F^y s^, s^ zu ihrem 
Anfangswert zurück, im letzteren Falle ist der Endwert von F^ 
gleich dem Anfangswert von F^ und vice versa und ebenso 
vertauschen sich die Werte s^ und Sj- Folglich kehren die 
Funktionen Ä und B auf jeden Fall zu ihren Anfangswerten 
zurück; sie sind also einwertige Funktionen der Variabein x. 

Aus (2) folgt, weil «^ + 5, = ist, 

F^^Ä + Bs,y F^^Ä + Bs^, 
w. z. b. w. 

Bezeichnen wir mit x^ einen Wert der Variabein rc, der 
mit keinem der Verzweigungswerte zusammenfällt, und mit o 
einen der beiden Punkte der Fläche T, die diesem Wert ent- 
sprechen. Um den Punkt o legen wir einen Kreis Ky der 
durch den nächsten Verzweigungspunkt der Fläche T geht. Inner- 
halb K ist F einwertige Funktion der Variabein x. Daher läßt 
sich die Funktion Fy wenn sie sich im Punkt o regulär verhält, 
in der Umgebung dieses Punktes in eine Taylorsche Reihe 

entwickeln.*) Ist in der Reihe der Koeffizienten 

•) Vgl. F. Th. § 26. , 



§ 23. Reihenentwicklungen f. d. Umgebung d. Yerzweigungepunkte. 73 

c^ der erste, der nicht verschwindet, so wird im Punkt o der 
Quotient 



weder Null noch unendlich. Man sagt in diesem Fall: die 
Funktion F wird im Punkt o Null zur w-ten Ordnung. 

Wird die Funktion F im Punkt o unstetig, so läßt sie 
sich in der Umgebung dieses Punktes durch eine Laurentsche 

Reihe*) 

F^Cq + c^{x- x^) + c^(x — a?o)* H 

darstellen. Man bezeichnet den Punkt o als einen Pol oder 
als einen wesentlich singulären Punkt der Funktion F, je 
nachdem die vorstehende Reihe eine endliche oder unendliche 
Anzahl von negativen Potenzen enthält. Bricht im ersten 
Fall die Reihe der Koeffizienten 

mit dem Koeffizienten c_„ ab, so wird das Produkt 

(x - x^YF 

im Punkt o weder Null noch unendlich. Man sagt in diesem 
Falle, die Punktion F wird im Punkt o zur w-ten Ordnung 
unendlich. 

§ 23. Belhenentwloklnngen fOr die Umgebung der 
Yersweigtingspankte. Wenn der Punkt o der Riemann- 
sehen Fläche mit keinem der Yerzweigungspunkte zusammen- 
fällt, so kann man um ihn einen Kreis beschreiben, der aus 
der Fläche T eine schlichte (einblättrige) Kreisfläche heraus- 
schneidet; wenn dagegen der Punkt o in einen der Yer- 
zweigungspuukte fäUt, so trifft das nicht mehr zu. Darauf 
beruht es, daB im ersten Falle die Reihenentwicklungen, 
die für einwertige Funktionen gelten, anwendbar bleiben, im 
letzteren nicht. 

Ein vom Verzweigungspunkt e^ ausgehender Vektor wird 
durch eine Drehung um 360® nicht in die Anfangslage zurück- 

♦) Vgl. F. Th: § 27. 
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gebracht, sondern er gelangt, die DoppeUinie, die im Punkt e^ 
endigt, überschreitend, in das andere Blatt der Fläche T. Erst 
nach einer Drehung um 720^ kehrt er in die Anfangslage 
zurück. 

Auf dem beweglichen Vektor grenzen wir eine Strecke ab, 
die kleiner als die Entfernung des Punktes e^ vom nächsten 
Verzweigungspunkt ist. 

Das abgeschnittene Stück des Vektors überstreicht bei 
der Drehung um 720^ eine zweiblättrige Kreisfläche; man be- 
zeichnet sie als „Windungsfläche« W. Diese Windungsfläche 
läßt sich leicht auf eine schlichte Kreisfläche abbilden. Zu 
dem Zweck setzen wir 

(1) x^e^^ re'\ 

(2) y « y^^e, « Qe'^, 

Der Arkus %^ ist durch die vorstehende Gleichung nur bis 
auf ein Multiplum von x bestimmt; wir wollen festsetzen, dem 
Werte t = entspreche der Wert -d* « 0. Es ist somit 

(3) 9-^Vr, ^^^t 

überstreicht der Radius Vektor r nacheinander die beiden 
Blätter der Windungsfläche W, so überstreicht der Radius 
Vektor q die Fläche eines Kreises um den Nullpunkt der 
y-Ebene. Die Windungsfläche W wird demnach eindeutig auf 
eine schlichte Kreisfläche K abgebildet 

Eine jede Funktion 

F^A + Bs, 

deren Werte den Punkten der Windungsfläche eindeutig zu- 
geordnet sind, ist auch für die Kreisfläche K eindeutig definiert. 

Daraus folgt: wenn die Funktion F im Punkt e^ stetig 
ist, so läßt sie sich in eine nach steigenden Potenzen der Größe 

y = j/^~ ^ 
fortschreitende Reihe entwickeln. Wird die Funktion F im 
Punkt e^ unstetig, so tritt an Stelle dieser Reihenentwicklung 
eine nach auf- und absteigenden Potenzen von y fortschreitende 
Laurentsche Reihe. 

Wir bezeichnen den Verzweigungspunkt e^ als Nullpunkt 
n-ter Ordnung der Funktion F, wenn F als Funktion von y 
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betrachtet für y — zur w-ten Ordnung Null wird. Dem- 
entsprechend bezeichnen wir den Punkt e^ als Pol n-ter Ord- 
nung, wenn F als Funktion der Variabein y betrachtet für 
y = zur n-ten Ordnung unendlich wird. 

Wir müssen an dieser Stelle auf einen wesentlichen Unter- 
schied aufmerksam machen, der zwischen den einwertigen 
Funktionen einer Variabein imd den in der Fläche T einwertigen 
Funktionen besteht. 

Wenn eine einwertige Funktion einer Variabein in einem 
bestimmten Punkt stetig ist, so gilt dasselbe für ihre sämtlichen 
Deriyierten. Dieser Satz gilt für Funktionen, die in der 
Fläche T einwertig sind, nur insoweit es sich um gewöhnliche 
Punkte der Fläche T handelt, für die im Endlichen liegenden 
Verzweigungspunkte e^ gilt er nicht. 

Da die Funktion F in der Umgebung des Verzweigungs- 
punktes e^ als einwertige Funktion der Variabein 

betrachtet werden kann, so folgt aus der Stetigkeit der Funktion 
die Stetigkeit der Derivierten 

dF dVF d»F 

dy ' dy^ ' dy^ 

Dagegen werden die Deriyierten 

dF d[F d[F 
dx dx* dx^ 

wenigstens von einer bestimmten Ordnung an unstetig. Wenn 

der Differentialquotient 

dF 

dy 

für y = nicht verschwindet, so wird der Differentialquotient 

dF^±_dF 
dx 2y dy 

in €^ zur ersten Ordnung unendlich. 

Für das unendlich ferne Gebiet gelten ganz analoge Über- 
legungen. Es wird das sofort klar, wenn man sich zur geo- 
metrischen Repräsentation statt der ebenen Riemannschen 
Fläche der Riemannschen Kugel bedient. 
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Wenn an Stelle des Verzweigungspunktes e^ der unendlich 
ferne Punkt tritt, so treten an Stelle der Gleichungen (1) bis 

(3) die folgenden 

(4) X = re**, 

(5) y^yi^ge^^, 

(6) ^-l/y^ ^--¥' 

Für den unendlich fernen Punkt stellen wir die folgenden 
Definitionen auf: Die Funktion F heißt stetig im unendlich 
fernen Punkt der Fläche T, wenn sie als Funktion der 
Variabein y betrachtet für y = stetig ist 

Der unendlich ferne Punkt wird als Nullpunkt oder als 
Pol w-ter Ordnung der Funktion F bezeichnet, wenn F als Funk- 
tion der Variabein y betrachtet für y =* zur n-ten Ordnung 
Null beziehungsweise unendlich wird. 

Wenn die Funktion F im unendlich fernen Punkt der 
Fläche T stetig ist, so läßt sie sich in der Umgebung dieses 
Punktes durch eine nach steigenden Potenzen der Größe 

X 

fortschreitende Reihe darstellen; wird sie in diesem Punkt un- 
stetig, so tritt an Stelle dieser Reihe eine Laurent sehe Reihe, 
die nach auf- imd absteigenden Potenzen der genannten Größe 
fortschreitet. Je nachdem die Anzahl der positiven Potenzen 
von Yx, die in der Reihenentwicklung vorkommen, endlich 
oder unendlich ist, wird der unendlich ferne Punkt als Pol 
oder als wesentlich singulärer Punkt bezeichnet. 

Wenn die Funktion F im unendlich fernen Punkt stetig 
ist, so gilt dasselbe für ihre sämtlichen Derivierten; die erste 
Deri vierte verschwindet mindestens zur dritten Ordnung, die 
w-te Derivierte mindestens zur Ordnung 2n + 1. 

Man überzeugt sich hiervon, indem man die Reihe 

yx {yxy 

die die Funktion in der Umgebung des unendlich fernen Punktes 
darstellt, gliedweise differenziert. 



y^ 
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§ 24. Ble gansan rationalen Funktionen der 
FlAohe T. Es sei 

(1) F^A + Bs 

eine in der Flache T einwertige Funktion, die nur eine end- 
liche Anzahl von Polen aber keinen wesentlich singulären 
Punkt besitzt. Wir bezeichnen wie oben mit J\, F^ die Werte, 
die sie in sich deckenden Punkten der Fläche T annimmt. 
Die Funktionen 

sind einwertige Funktionen der Variabein x (§ 22), die nur 
eine endliche Anzahl von Polen aber keinen wesentlich singu- 
lären Punkt besitzen, sie sind folglich rationale Funktionen 
der Variabein x.*) Man bezeichnet deshalb jP als „rationale 
Funktion der Fläche T". 

Nehmen wir an, die Funktion F bleibe im Endlichen 
überall stetig. Unter dieser Voraussetzung bleibt auch die 
Funktion A im Endlichen überall stetig, folglich ist A eine 
ganze rationale Funktion der Variabein x. 

Die Differenz Fy^ — F^ bleibt ebenfalls im Endlichen über- 
all stetig; wir schließen daraus, daß die Funktion B im End- 
lichen höchstens in den Verzweigungspunkten unstetig werden 
kann und zwar kann sie im Punkt e^ höchstens zur ersten Ord- 
nung, also wie die Funktion 

Eonst. 

unendlich werden. Als rationale Funktion der Variabein x 
muß aber die Funktion By wenn sie überhaupt unstetig wird, 
mindestens wie die Funktion 

Eonst. 

x — e^ 

also zur zweiten Ordnung unendlich werden. Daraus folgt: 

Die Funktion B bleibt in den Verzweigungspunkten e^ 
stetig, ist also ebenfalls eine ganze rationale Funktion der 
Variabein x. 



•) F. Th. § 28 Schluß. 
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Wenn die in der Fläche T einwertige Funktion F im 
Endlichen nirgends unstetig wird und im Unendlichen höch- 
stens eine polare Unstetigkeit besitzt^ so sind demnach die in 
der Gleichung (1) vorkommenden Größen Ä und B ganze 
rationale Funktionen der Variabein x. 

Man bezeichnet in diesem Falle F als ganze rationale 
Funktion der Fläche T. 

Die Ordnung, zu der die ganze rationale Funktion F im 
unendlich fernen Punkt der Fläche T unendlich wird, be- 
zeichnet man als Ordnung der ganzen Funktion F, 

Die Anzahl der Nullpunkte einer ganzen ratio- 
nalen Funktion F ist gleich ihrer Ordnungszahl. 

Bei der Abzahlung ist ein Nullpunkt der Ordnung k als 
k einfachen Nullpunkten äquivalent zu betrachten. 

Um den ausgesprochenen Satz zu beweisen, bezeichnen 
wir die Ordnung der Funktion F mit «, die Grade der ganzen 
Funktionen Ä, B der Variabein x mit A, fi. Die Zahl n ist 
gleich der größeren der beiden Zahlen 2X und 2a + 3. 

Wir setzen zunächst voraus, die beiden ganzen Funktionen 
A und B besitzen keinen gemeinschaftlichen Teiler. 

Die Werte der Variabein x, für die die Funktion F ver- 
schwindet, sind durch die Gleichung 
(2) A' - Bh' ^ 

bestimmt, deren Grad «= n ist. Einer i-fachen Wurzel x^ der 
Gleichung (2) entspricht in 'der Fläche T ein Ä-facher Null- 
punkt der Funktion F, Das Blatt der Fläche, auf dem er 
liegt, ist durch die Gleichung 

A{x^) + B{x^) .5-0 
bestimmt. Die Anzahl der Nullpunkte der Funktion F ist 
also in diesem Falle in der Tat gleich dem Grad n der 
Gleichung (2). 

Nehmen wir nun an, die Funktionen A und B besitzen 
einen gemeinschaftlichen Divisor D vom Grade v und setzen wir 
A^DA\ B^DB\ 

Die Funktion A ist vom Grade A — v, die Funktion B' 
vom Grade fi — v, folglich ist die Ordnung der Funktion 

F'^A+B's 
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= n — 2i/; ebengo groß ist die Anzahl ihrer einfachen Null- 
punkte. Einer Ä- fachen Wurzel der Gleichung 

entsprechen in der Fiäche T zwei Ä- fache Nullpunkte der 
Funktion 

nämlich auf jedem Blatt der Fläche einer. Die Anzahl der 
Nullpunkte ist daher 

(w — 2v) + 2i/ = w, w. z. b. w. 

Die Anzahl der verfügbaren Konstanten, von denen die 
Funktion F abhängt, ist um zwei Einheiten größer als die 
Summe der Gradzahlen der ganzen Funktionen A und B^ 
also = A + /i + 2. Die Zahl ist gleich der Ordnungszahl «, 
wenn (t =« A — 1 oder = A — 2 ist, andernfalls ist sie < n. 
Die Lage der Nullpunkte der Funktion F hängt nur von den 
Verhältnissen dieser Konstanten also höchstens von w — 1 ver- 
fügbaren Parametern ab. Daher können von den n Null- 
punkten der ganzen rationalen Funktion n-ter Ordnung F nur 
w— 1 vorgeschrieben werden; der w-te ist durch die übrigen 
bestimmt. 

Es hat keine Schwierigkeit, die zwischen den Nullpunkten 
bestehende Relation nachzuweisen. Der Kürze halber wollen 
wir uns dabei auf den Fall beschränken, daß die Funktion 
von gerader Ordnung (n » 2m) ist und daß sie nur einfache 
Nullpunkte besitzt. In diesem Falle läßt sich die Funktion F 
in der Form 

darstellen, wo c^c^c^ . . . , y^y^y^ • • • verfügbare Konstante be- 
deuten. Die Funktion verschwinde in den Punkten (6^, ß^ 
(,t-l,2,...2w). 

Durch Elimination der Koeffizienten erhalten wir die 
Gleichung 

1 \ l\ ... h- ß, \ß, bl ß, ... b^-'ß, 

1 &2 bl ••. ftg* ft b^ßi bl ß^ ... 6^*""*ft 



-0 
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Es ist einleuchtend, daß diese Bedingung nicht nur not- 
wendig, sondern auch hinreichend ist, damit es eine ganze 
Funktion gibt, die in den 2fn Punkten (6^^, ß^) verschwindet. 

Der Fall, daß Nullpunkte höherer Ordnung auftreten, 
läßt sich als Grenzfall betrachten. Nehmen wir beispielsweise 
an, der Punkt (6j, j3j) nähere sich unbegrenzt dem Punkt (6^, ß^). 
Um die entsprechende Bedingungsgleichung zu erhalten, sub- 
trahieren wir die Elemente der ersten Zeile der vorstehenden 
Determinante von denen der zweiten und dividieren dann durch 
Ag — &! . Lassen wir dann fcj — b^ gegen Null konvergieren, so 
erhalten die Elemente der zweiten Zeile die. Werte 

0, 1,26,, ..., m6i«"S ßu ßi + hßv •••, (m-2)6--«ft+6r'Ä- 
Hier bedeutet ß\ den Wert, den die Derivierte 

, da 

dx 
im Punkt (h^, ß^) annimmt. 

In analoger Weise hat man zu verfahren, wenn sich 
mehrere Nullpunkte zu einem Nullpunkt höherer Ordnung 
vereinigen. 

Die Ordnung der ganzen Funktion 

F^A + Bs 

ist, wenn die Funktion B nicht identisch verschwindet, min- 
destens = 3. Wenn die Funktion B identiach verschwindet 
und die Funktion Ä vom ersten Grad ist, so ist die Ordnung = 2. 

Es gibt somit keine ganze rationale Funktion der 
Fläche T von der ersten Ordnung und jede ganze 
Funktion zweiter Ordnung ist eine lineare Funktion 
der Variabein x. 

Wir ziehen aus unseren Betrachtungen noch den Schluß: 

Es gibt keine in der Fläche T einwertige Funk- 
tion, die überall — im Endlichen und im Unendlichen 
— stetig ist. 

Eine derartige Funktion müßte nämlich, weil sie im End- 
lichen überall stetig' ist und im Unendlichen keine wesentlich 
singulare Stelle besitzt, eine ganze rationale Funktion der 
Fläche T sein. Aber jede ganze rationale Funktion wird im 
Unendlichen mindestens zur zweiten Ordnung unendlich. 
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§ 26. Die gebrochenen rationalen Funktionen 
der Fl&che T. Eine jede rationale Funktion F der Fläche T 
läßt sich; wie wir gesehen haben^ in der Form 

F^A + Bs 

darstellen^ wo A und B rationale Funktionen der Yariabeln x 

bedeuten. Wir bezeichnen den gemeinschaftlichen Nenner 

dieser beiden Funktionen mit N und setzen 

T^ C + Bs 
F^ ~^^ 

wo nun C, D, N ganze rationale Funktionen der Yariabeln x 
bedeuten. Wir bezeichnen die Ordnung der im Zähler stehenden 
ganzen Funktion 

Z^C + Ds 

mit ft; den Grad der ganzen Funktion N der Yariabeln x 
mit V. 

Jeder Wurzel der Gleichung JT = entsprechen in der 
Fläche T zwei einander deckende Punkte*). Der Zähler von F 
yerschwindet somit in ^ Punkten der Fläche T^ der Nenner 
in 2i/ Punkten. Es sei k die Anzahl der gemeinschaftlichen 
Nullpunkte des Zählers und des Nenners. 

Die Zahl X kann nicht größer sein als die Zahl v. Wäre 
nämlich A > v, so müßten unter den gemeinschaftlichen Null- 
punkten zwei sich deckende Punkte der Fläche T vorkommen, 
es müßten daher für einen Wert der Yariabeln die drei Funk- 
tionen 

C+Bs, C - Ds, N, 

also auch die drei Funktionen 

C, 2), N 

gleichzeitig verschwinden. Ein gemeinsamer Faktor dieser 
Funktionen kann aber weggehoben werden. 

In den fi — A Nullpunkten des Zählers^ die nach Aus- 
scheidung der gemeinschaftlichen Nullpunkte von Zahler und 
Nenner übrig bleiben, verschwindet die Funktion F zur ersten "' 



*) Wenn ein Nullpunkt des Nenneis in den Yeizweigungspunkt e^ 
fällt, 80 ist er doppelt zu zählen, weil in diesem Punkt ^x — e^ zur ersten, 
also X — e, zur zweiten Ordnung verschwindet (vgl. § 28). 
I)Qr*g6*Maarer, eUiptUohe Funktionen. 5. Aufl. 6 
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Ordnung; in den 2v — X übrig bleibenden Nullpunkten des 
Nenners wird sie zur ersten Ordnung unendlich. 

Im unendlich fernen Punkt wird der Zahler zur Ordnung ^^ 
der Nenner zur Ordnung 2v unendlich. Ist ft »-> 2vy so wird 
die Funktion F im Unendlichen weder Null noch unendlich, 
in diesem Falle liegen im Endlichen gleichviel Nullpunkte 
und Unstetigkeitspunkte der Funktion. 

Ist ft > 2v, so wird die Funktion im Unendlichen zur 
Ordnung f* — 2i/ unendlich^ ist /t < 2i/, so wird sie im Un- 
endlichen Null zur Ordnung 2i/ — ft. 

Im ersteren Falle tritt zu den im Endlichen liegenden 
2v — k Polen noch ein ^ — 2i/-facher Pol im Unendlichen 
hinzu, im letzteren Fall tritt zu den ^ — A im Endlichen 
liegenden Nullpunkten noch der 2v — ft- fache Nullpunkt im 
Unendlichen hinzu. Auf jeden Fall ist somit die Anzahl der 
einfachen Nullpunkte der Funktion F gleich der Anzahl der 
einfachen Unstetigkeitspunkte. 

Diese Anzahl bezeichnet man als ^^Ordnung^' der rationalen 
Funktion F der Flache T. 

Die Funktion F — Konst. besitzt dieselben Unstetigkeits- 
punkte wie die Funktion F, also auch dieselbe Anzahl der 
Nullpunkte. Daraus folgt: 

Eine rationale Funktion der Fläche T nimmt jeden 
vorgeschriebenen Wert in so viel Punkten an, als 
ihre Ordnungszahl angibt. 

Die ganze Funktion /i-ter Ordnung C + Ds hängt, wie im 
vorigen Paragraphen nachgewiesen worden ist, von [i verfüg- 
baren Konstanten ab, die ganze Funktion N der Yariabeln x 
von V + l Konstanten. Zwischen diesen Konstanten bestehen 
aber, weil nach Voraussetzung die Funktionen C + Ds und 
N k Nullpunkte gemein haben, X Relationen und zwar be- 
ziehen sich diese Relationen auf die Verhältnisse der jx + ^ + I 
Konstanten, von diesen Verhältnissen bleiben also nur {k + v—k 
verfügbar. Die Funktion F hängt nur von den Verhältnissen 
der in Rede stehenden Konstanten, also von 

verfügbaren Parametern ab. 
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Wenn ft ^ 2v ist, so ist die Ordnung der Punktion F 

. » = fi - A, 
folglich 

n:^2n'-{fi- 2v) - (v - A) 
also wegen v'^X 

n'£2n. 

Wenn fi<.2v ist, so ist die Ordnung der Funktion F 

n^2v'-l 
folglich 

«' - 2» - {2v - ^) - (v - k). 

Es ist also auch in diesem Falle 

n' ^ 2n. 

Die Anzahl der verfiigbaren Parameter, von denen die 
Funktion F abhängt, ist also höchstens doppelt so groß, als 
ihre Ordnungszahl n. Die Lage der Nullpunkte und Un- 
stetigkeitspunkte hangt nur Ton den Verhältnissen dieser Para- 
meter ab, also nur von 2n — 1 Parametern. Zwischen den 
2n Punkten, in denen die Funktion F verschwindet und un- 
stetig wird, muß demnach eine Relation bestehen. 

Wir wollen diese Relation fOr den Fall feststellen, daß 
die Funktion F nur einfache Nullpunkte und ünstetigkeits- 
punkte besitzt und daß alle diese Punkte im Endlichen liegen^ 
Nehmen wir an, die Funktion F werde in den Punkten 

(1) (öi7«i), («1,««); •••> K;««) 
unendlich und sie yerschwinde in den Punkten 

(2) (ftL/Ji), (6„i8.), •••, (6.,/JJ- 
Wir haben in diesem Fall 

2V- (x - ai)(a: - o,) . . . (a; - aj 

zu setzen. Die Funktion * 

Z^NF 

wird im Endlichen nirgends unstetig, im Unendlichen wird sie 
zur 2n-ten Ordnung unendlich. Folglich ist Z eine ganze 
Funktion von der Ordnung 2n. Die Funktion Z yersch windet 
in den Punkten (2), den Nullpunkten der Funktion F und sie 
yerschwindet außerdem in den Punkten 

(3) (aj ,-«,), (a„ - a,), • • • , (a,, - a„) . 
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Dezm in diesen Punkten verschwindet die Funktion N, während 
die Punktion F stetig bleibt. Die Punkte (2) und (3) sind 
demnach die Nullpunkte einer ganzen f^unktion der Ordnung 2n, 
es besteht folglich zwischen ihnen eine Relation, von der im 
vorigen Paragraphen unter (3) angegebenen Art. 

Wir haben im vorigen Paragraphen den Satz bewiesen, 
daß keine ganze rationale Fimktion der Fläche T von der 
ersten Ordnung existiert. Wir können nunmehr den all- 
gemeineren Satz beweisen: 

Es gibt keine rationale Funktion der Fläche T 
von der ersten Ordnung. 

Zum Beweis nehmen wir einen Augenblick an, die Funk- 
tion werde im Punkt (a, a) zur ersten Ordnung unendlich, von 
diesem Punkt abgesehen sei sie überall stetig. Die Funktion 

ist eine ganze Funktion zweiter Ordnung, also eine lineare 
Funktion der Variabein (s. den Schluß des vorigen Paragraphen). 
Diese Funktion muß im Punkt (a, — «) verschwinden, folglich ist 

Z= Konst. (x — a). 
Daher reduziert sich die Funktion auf eine Eonstante, im 
Widerspruch zu unserer Annahme, daß sie im Pimkt (a, a) 
unendlich wird. 

§ 26. PartialbnichBerfflUlimg der rationalen Funk- 
tionen der Flftohe T. Im vorausgehenden ist die Bestimmung 
einer rationalen Funktion F der Fläche T durch ihre Null- 
punkte und Unstetigkeitspunkte erörtert worden, im folgenden 
soll die Funktion durch die Art, wie sie unstetig wird, charakte- 
risiert werden. 

Eine rationale Funktion der Fläche T, die nur in einem 
Punkt zur ersten Ordnung unendlich wird, gibt es nicht 
(s. den vorigen Paragraphen), wir können aber eine Funktion 
zweiter Ordnung der Art bestimmen, daß sie in einem beliebig 
zu wählenden Punkt (a, a) und außerdem in einem festen Punkt 
zur ersten Ordnung unendlich wird. Wir wählen als festen 
Punkt den unendlich fernen Punkt der Fläche und setzen 

^1) 'P = 2W^ß)' 
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Für die Umgebung des Punktes (a, a) gilt die Reihen- 
entwicklung 

(2) .-„ + ^(a:_o) + i.^.(a:-a)« + .... 

Hieraus folgt 

Die Funktion 9 wird also im Punkt {a, a) zur ersten 
Ordnung unendlich. Im Punkt (a, — a) verschwinden Zähler 
und Nenner der Funktion 9 zur ersten Ordnung, die Funktion tp 
bleibt also stetig. 

Für die Umgebung des unendlich fernen Punktes gelten 
die Reihenentwicklungen 



(V5)» 



« 1 + ± + i' + 

w ' «« ~ 'ri ^ 



X — a X ' X' x' 
Hieraus folgt 

(4) ,_vj + ^^ + ^.^ + elg|. + .... 

Die Funktion 9 wird also auch im unendlich fernen 
Punkt zur ersten Ordnung unendHch. Von dem Punkt {a, u) 
und dem unendlich fernen Punkt abgesehen ist die Funktion tp 
überall stetig. 

Rückt der Unstetigkeitspunkt (a^ a) in den Verzweigungs- 
punkt e^y so ist 

Folglich ist 
(5) lim yx-Cy <p = V(«i-«,)(ci-~^. 

Die Funktion tp wird demnach im Punkt e^ zur ersten 
Ordnung unendlich. Die Gleichung (4) bleibt unverändert in 
Geltung. Es macht somit keinen wesentlichen Unterschied, 
ob der Unstetigkeitspunkt in einen gewöhnlichen Punkt oder 
in einen Verzweigungspunkt fällt. 
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Mittelst der Funktion tp laßt sich eine rationale Funktion jP 
der Fläche T, die nur ünstetigkeitspunkte erster Ordnung be- 
sitzt^ sehr einfach darstellen. Der Einfachheit der Schreib- 
weise wegen wollen wir im folgenden einen Punkt der 
Flache T nur mit einem Buchstaben bezeichnen. 

Demgemäß bezeichnen wir die im Endlichen liegenden 
Ünstetigkeitspunkte der Funktion F mit S^, d^ * • - d^. 

Im Punkt dy sei x *= a^, 5 == «^, (i/ = 1, 2, • • • n) und 

(6) lim (a;-aji^ = c^. 
Im unendlich fernen Punkt sei 

(7) ü-^ — '^oo. 

Wir bezeichnen den variabeln Punkt mit o und setzen 

Ln Punkt d, bleibt die Differenz 
F{o)-i 9(0/9;) 
stetig ((2) u. (6)); folglich wird die Funktion 

n 

D(o)-J'(o)-2?9W^) 

im Endlichen nirgends unstetig, sie ist also eine ganze Funktion. 
Im Unendlichen werden die Funktionen F(p) und q>{s/S^ 
nur zur ersten Ordnung unendlich, folglich kann auch die 
Funktion D(p) höchstens zur ersten Ordnung unendlich wer- 
den. Weil es aber keine rationale Funktion der Fläche T von 
der ersten Ordnung gibt^ muß sich D(p) auf eine Eonstante 
reduzieren. Wir erhalten also für die Funktion F{o) die Dar- 
stellung 

n 

(8) Fio)^ 2"^ ^{0/8;) + Konst 






1 



Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit rp und 

lassen wir dann den Punkt o ins Unendliche rücken, so ergibt 
sich mit Rücksicht auf (4) und (7) 



§ .26. Parüftlbrachzerföllimg der rationalen Funktionen der Fläche T, 87 

(9) ^ + ^--+J + c«=-0 

nnd es ist ersichtlich^ daß dies die einzige Bedingung ist, denen 
die ünstetigkeiten der Funktion F{o) unterworfen sind. 

Rückt einer der IJnstetigkeitspunkte — etwa der Punkt 
S^ — in den Yerzweignngspunkt e^^ so tritt in den Gleichungen 
(8) und (9) an Stelle der Große a^ die Größe VCv-Ööi^^ 
(5), im übrigen tritt keine Änderung ein. 

Um auch ünstetigkeiten höherer Ordnung charakterisieren 
zu können^ bilden wir zunächst eine Funktion q>^f die im 
Punkt {a,tc) zur zweiten Ordnung unendlich wird, im übrigen 
aber in der ganzen Fläche T stetig ist. Wir setzen (s. (1)) 

ao) d^, «^;(^ -«) + «»(«+ «) 

^ ' f^'^^Ta 2(x-a)« 

Um zu Torifizieren, dafi die Funktion tp^ den gestellten 

Bedingungen genügt, bemerken wir: 
Aus (10) und (3) folgt 

da 

Demnach ist im Punkt (a,a) 

(12) lim(a;-a)Vt-a^ 

Im Punkt (a, — a) ist die Funktion 9, ebenso wie die 
Funktion tp stetig. Im unendlich fernen Punkt wird der 
Zähler des Quotienten auf der rechten Seite der Gleichung 

(10) zur dritten, der Nenner zur vierten Ordnung unendlich, 
folglich wird die Funktion q>^ Null zur ersten Ordnung. 

Die Funktion tp^ wird also, wie gefordert ist, im Punkt 
(a,a) zur zweiten Ordnung unendlich, bleibt aber im übrigen 
überall stetig. 

Die Funktion 

wird im Punkt (a, a) zur dritten Ordnung unendlich. Für die 
Umgebung dieses Punktes gilt die Reihenentwicklung (11) 

da 

(13) ^' _ 2a« ""da 
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Vom Punkt {a,a) abgesehen kann die Funktion ^^ im 
Endlichen nur noch in den Yerzweigungspunkten unendlich 
werden und zwar nur zur ersten Ordnung (§ 23, S. 75). Im 
unendlich fernen Punkt ist die Funktion 9, stetig, folglich 
wird die Funktion (p^' mindestens zur dritten Ordnung Null 
(§ 23, Schluß). Die Funktion 

(14) ^3- -145 

ist vom Punkt (a^a) abgesehen überall stetig, denn in den 
Verzweigungspunkten 6^, in denen 9,' zur ersten Ordnung un- 
endlich wird, wird s zur ersten Ordnung Null und im unend- 
lich fernen Punkt wird zwar s zur dritten Ordnung unendlich, 
aber (p^ wird zur dritten Ordnung Null. Aus (13) und (14) 
folgt, dafi im Punkt (a,a) 

lim {x — a)' 9j =■ «• 
ist. 

In derselben Weise, wie wir aus der Funktion 9, die 
Funktion fp^ abgeleitet haben, leiten wir aus dieser die Funk- 
tionen 94, 9)5 • • • mittelst der Rekursionsformel 

(15) ^«=-«^1-;.-» «,=3,4,5... 

ab. Die Funktion 9^ wird im Punkt {a,a) zur w-ten Ordnung 

unendlich, der Art daß 

(16) lim {x — a)"* tp^ = «»" 

ist. Von diesem Punkt abgesehen ist die Funktion überall 

stetig. Man verifiziert dies ohne Schwierigkeit durch den 

Schluß von m auf m -|- 1. Lassen wir den Punkt («,«) in den 

Verzweigungspunkt e^ rücken. 

In diesem Punkt ist « = und 

Demnach ist im vorliegenden Fall 

(gl — gl) (gl — g«) 

Die Funktion 9, wird somit im Punkt e^ zur zweiten 
Ordnung unendlich, bleibt aber im übrigen überall stetig. Man 
überzeugt sich leicht, daß die Funktion g?^, die durch die 
Rekursionsformel (15) bestimmt ist, im Punkt e^ zur w-ten 
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Ordnung unendlich wird^ aber keine weiteren Unstetigkeits- 
punkte besitzt. 

Es bleiben demnach, wenn der ünstetigkeitspunkt {a^a) 
in den Yerzweigungspunkt e^ rückt, die allgemeinen Formeln 
in Geltung nur tritt an Stelle der Größe o? — a als Maß der 
Unstetigkeit die Gh-ößen Yx — e^ und an Stelle der Größe a 
tritt die Größe y{e^ — e^) (e^ — e^) . 

Aus den Funktionen (p^ifPt-'-fPm können wir eine Funk- 
tion 0(0/ d) bilden, die in einem gegebenen Punkt d(x^ajS^a) 
in vorgeschriebener Weise unstetig wird. Wir nehmen den 
yariabeln und den Ünstetigkeitspunkt in die Bezeichnung auf, 
schreiben also statt 

9 9i • • • ausführlicher ^(p/d) q>^{p/S) • • • 
und setzen 

(17) *((./d) - c, 9(o/d) + c,ip,(plS) ... + c„9„(o/d). 

Die FnnktioQi $(o/d) wird außer im Punkt S auch noch 
im unendlichen fernen Punkt unstetig, der Art, daß die Differenz 

stetig bleibt (4), im übrigen ist die Funktion O{o/S) in der 
ganzen Flache T stetig. 

Um endlich noch die im unendlich fernen Punkt statt- 
findenden Unstetigkeiten zu charakterisieren, setzen wir 

(18) tt-^ 

(19) *.-irl/-';.-^ m»3,4,5... 

Im Endlichen ist die Funktion V'^ überall stetig, im Un- 
endlichen wird sie zur ^^ten Ordnung unendlich. Man bestätigt 
dies leicht durch den Schluß von m auf m 4 1- 

Eine ganze Funktion O der Ordnung m laßt sich in der Form 

(20) G{o) - c^t.io) + c,^,(o) "' + c^tM + Konst. 
darstellen. Denn wir können zunächst die Eonstante c^ so 
bestimmen, daß die Differenz 

höchstens zur m — 1-ten Ordnung unendlich wird; hierauf wird 
die Eonstante c^_^ so bestimmt, daß die Differenz 

nun mehr zur m — 2-ten Ordnung unendlich wird usw. 
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Die Differenz 

kann höchstens zur ersten Ordnung unendlich werden, sie ist 
alsO; weil es eine rationale Funktion erster Ordnung nicht 
gibt, eine Eonstante. 

EiS sei nun eine rationale Funktion F der Flache T ge-^ 
geben, die in den Punkten *i<J| • • • *„ aber in keinem weiteren 
Punkt im Endlichen unstetig wird. Für jeden der Punkte 8^ 
bestimmen wir eine Funktion 9{o/d^) (17) der Art, daß die 
Differenz 

F{o)-O(p/S,) 

im Punkt S^ stetig bleibt Die Differenz 

n 

wird im Endlichen nirgends unstetig, ist also eine ganze 
Funktion und läßt sich demnach in der Form (20) darstellen. 
Wir erhalten also für die Funktion F{o) die Partialbruch- 
zerfällung 

n 

(21) F(o)^^Oio/S;)-\-G(o). 

Die allgemeinste rationale Funktion der Flache T laßt 
sich somit aus den folgenden fünf Typen von Funktionen zu* 
sammensetzen: 
Erstens: g>(o/*)- * + "" 



2(x — a) 

a -T— (a: — a) + a (« + a) , . .^ 

Zweitens: 9,(0/*) ■ ^a^-ay « "^ 

Drittene: ^«W«) 5i4;i -""-#-» . «»-3,4,5. 

Viertens : if^(o) '^x. 

Fünftens: ^„(0) - -1-j ^*^ m-3,4,5, 

und hierzu tritt noch eine additive Eonstante. 



Dritter Abschnitt. 

Die Integrale der ratioBalen Funktionell der Fliehe T. 

§ 27. Üb«r die Definition der Integrale. Nachdem 
wir im Yoransgehenden Abschnitt die Theorie der nationalen 
Funktionen der Flache T entwickelt haben, wenden wir uns 
nun zur Untersuchung der Integrale dieser Funktionen. Da- 
bei gehen wir — soweit nicht ausdrücklich das Gegenteil aus- 
gesprochen wird — ebenso wie im vorigen Abschnitt von der 
WeierstraBschep kanonischen Form 

«* - 4a;* - g^x - g^^ i{x - ei){x — e^){x — c,) 

aus. Wir haben zunächst die beiden Fragen zu beantworten: 

unter welchen Bedingungen hat das über einen gegebenen 
Weg erstreckte Integral einer einwertigen Funktion des Orts 
in der Fläche T einen bestimmten Sinn? und 

inwieweit hängt der Wert des Integrals vom Integrations- 
weg ab? 

Bezüglich der ersten Frage ist zu bemerken: in der Um- 
gebung eines Punktes der Fläche T, der mit keinem der Yer- 
zweigungspunkte zusammenfällt, ist eine in der Fläche T 
einwertige Funktion F eine einwertige Funktion der Variabeln 
X (§ 22). Daraus folgt: 

wenn der Integrationsweg L durch keinen Yer- 
zweigungspunkt hindurch geht, ist die Bedingung, 
daß die Funktion F längs dieses Weges stetig ist, er- 
forderlich und hinreichend, damit das Integral 



]Fdx 
einen bestimmten Sinn besitzt. 



fi 
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Die Umgebung des Yerzweigongspunktes e^ wird mittelst 
der Substitution 
(1) y-/i^ 

auf eine schliclite (einblättrige) Fläche abgebildet, die Funk- 
tion F kann daher in der Umgebung des Punktes e^ als ein- 
wertige Funktion der Yariabeln y betrachtet werden (§ 23). 
Daraus folgt: wenn der Integrationsweg L durch den 
Punkt e^ geht, so ist, damit das Integral 



fPdx ='j2Fydy 



einen bestimmten Sinn hat, erforderlich und hin- 
reichend, daß die Funktion yF in diesem Punkt 
stetig ist. 

Das Integral wird also auch dann nicht sinnlos, wenn die 
Funktion F im Punkte e^ zur ersten Ordnung unendlich wird. 

Die Umgebung des unendlich fernen Punktes der Fläche 
T wird durch die Substitution • 



(2) y-Vl 



auf eine schlichte im Endlichen liegende Flache abgebildet 
(§ 23). Dem unendlich fernen Punkt der Fläche T entspricht 
der Nullpunkt der y-Ebene. 
Damit das Integral 



fFäx—f2f,äy 



in diesem Punkt einen bestimmten Sinn hat, ist erforderlich 
und hinreichend, daß die Funktion F Null zur dritten Ordnung 
wird. Daraus folgt: damit die Integration ins Unend- 
liche erstreckt werden darf, ist erforderlich und hin- 
reichend, daß die Funktion F im unendlich fernen 
Punkt der Fläche T mindestens zur dritten Ordnung 
verschwindet. 

Die Funktion s wird in jedem der Verzweigfungspunkte 
e^ zur ersten Ordnung Null, im unendlich fernen Punkt wird 
sie zur dritten Ordnung unendlich. 

Daher läßt sich die Bedingung dafür, daß das Integral in 
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einem Verzweigungsponkt endlich bleibt, auch in der Form 
aussprechen: 

das Produkt s • F muß im betreflFenden Verzweigungspunkt 
stetig sein. 

Das Integ/al 

f'dx 



I't 



wird demnach nirgends unstetig. 

Nehmen wir an, der Integrationsweg sei eine geschlossene, 
sich nicht überkreuzende Kurve, die einen isolierten ünstetig- 
keitspunkt der Funktion F einscbließt. 

In diesem Fall bezeichnet man bekanntlich das Integral 

ab Residuum der Funktion F für den betreffenden Unstetig- 
keitspunkt (F. Th. § 21). 

Der Integrationsweg ist im positiven Sinn zu durchlaufen, 
d. h. der Art, daß die eingeschlossene Flache zur Linken liegt. 

In dem Fall, daß der ünstetigkeitspunkt der Funktion in 
einen gewöhnlichen Punkt der Fläche fallt, ergibt sich diese 
Definition ohne weiteres aus der für einwertige Funktionen 
geltenden. 

Für den Fall, daß der Ünstetigkeitspunkt in den Yer- 
Zweigungspunkt e^ föllt, definieren wir das Residuum unter 
Benutzung der Abbildung (1) durch das Integral 

(4) ^J^^y^y- 

Der Integrationsweg ist eine den Nullpunkt der y-Ebene 
einschließende, sich nicht überkreuzende Kurve; sie ist im 
positiven. Sinn zu durchlaufen. 

Analog definieren wir das dem unendlich fernen Punkte 
der Fläche T entsprechende Residuum unter Benutzung der 
Abbildung (2) durch das Integral 

Der Integrationsweg ist wieder eine den Nullpunkt der 
y-Ebene einschließende im positiven Sinn zu durchlaufende 
Kurve. 
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Wenn der Unstetigkeitspunkt in einen gewöhnlichen 
Punkt der Fläche fällt, so gilt f&r seine Umgebung eine 
Reihenentwicklung der Form 

F-- Co+ c^{x -a) + (^(x-ay+*" 

Das Residuum (3) ist gleich dem Koeffizienten c.^. 

Fällt der Unstetigkeitspunkt in den Yerzweigungspunkt 
e^j so besitzt, die Reihenentwicklung die Form 

Das Residuum (4) hat in diesem Fall den Wert 2c_2. 

Fällt der Unstetigkeitspunkt in den unendlich fernen 
Punkt der Fläche T, so hat die Reihenentwicklung dieselbe 
Form, es ist aber 

y-Vl 

Das Residuum (5) hat in diesem Fall den Wert — 2 c,. 

Wenn die Funktion F in einem gewöhnlichen Punkt 
(x^ a, 5 =- a) zur »-ten Ordnung Null oder unendlich wird 
(§ 22)^ so wird ihre logarithmieche Derivierte unstetig wie die 
Funktion 

beziehungsweise wie die Funktion • 

Das zugehörige Residuum ist n beziehungsweise — n. 

Wird die Funktion im Yerzweigungspunkt e^ zur f»-ten Ord- 
nung Null oder unendlich (§ 23), so wird die logarithmische 
Derivierte unstetig wie die Funktion 

1 1 

beziehungsweise wie die Funktion 



X 



Das zugehörige Residuum ist wieder n beziehungsweise — n. 
Wird die Funktion F im unendlich fernen Punkt zur 
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fi-ten OrdnnDg Null oder unendlich, so yerhalt sich die logarith- 
mischen DeriTierte wie die Funktion 

1 1 

T** . . . ■»:** 

beziehungsweise wie die Funktion + 



Das zugehörige Residuum ist n beziehungsweise —n. 

Auf jeden Fall also ist, wenn die Funktion zur 
n-ten Ordnung yerschwindet, dasBesiduum der logarith- 
mischen DeriTierten — n; wenn sie zur n-ten Ordnung 
unendlich wird, so ist das Residuum der logarith- 
mischen Derivierten — — n. 

§28. Üb«r die Abhlngigkeit der Intofrale Tom 
IntegratiOBSweg. Es bleibt zu untersuchen, inwieweit der 
Wert des Integrals Tom Integrationsweg abhängt. Wir 
erinnern zunächst an das Fundamentaltheorem über die In- 
gration in der schlichten :r-Ebene (s. F. Th. § 20). 

I. Vorausgesetzt^ daß die Funktion q)(x) in der Fläche 
E einwertig ist und sich innerhalb dieser Fläche und auf 
ihrer Berandung regulär yerhalt^ ist das über die yoUständige 
Begrenzung der Fliehe erstreckte Integral 

Aus dem Fundamentaltheorem ergibt sich sofort der Residuensatz : 

II. Angenommen^ im Innern der Fläche E liege eine end- 
liche Anzahl yon ünstetigkeitspunkten der Funktion q>(x). 
Von diesen Punkten abgesehen sei die Funktion (p(x) im 
Innern und auf der Berandung der Fläche F überall einwertig 
und stetig« unter dieser Voraussetzung ist das im positiyen 
Sinn über die Berandung erstreckte Integral 

f(p(x)dx 

gleich dem Produkt yon 2x4 in die Summe der Residuen, 
die zu den in der F^che liegenden Ünstetigkeitspunkten ge- 
hören (ygl. F. TL § 21). 

Aus dem Fundamentaltheorem folgt weiter (F. Th. S. 95): 

in. Erstrecken wir die Integration über zwei yerschiedene 

Wege L tmd L\ die die Endpunkte aber keine weiteren 



fv{^ 
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Punkte gemein haben, so erhalten wir denselben Integralwert> 
vorausgesetzt, daß die Funktion (p(x) in der Fläcbe, die durch 
die Kurven L und V begrenzt ist, einwertig und stetig ist. 

Das Fundamentaltheorem I gilt unverändert auch für die 
Integration in der zweiblattrigen Fläche T*) und ebenso der 
aus diesem Theorem folgende Residuensatz 11. Dagegen darf 
der Satz III nicht ohne weiteres auf die Integration in der 
Fläche T angewendet werden. 

um die Sachlage klar zu stellen, bemerken wir: 
Man bezeichnet eine Fläche als ,,einfach zusammenhängend^^, 
wenn jede in der Fläche verlapfende geschlossene Kurve für 
sich allein die vollständige Begrenzung eines Flächenstücks 
bildet; andernfalls heißt sie ,,mehrfach zusammenhängend^' 
(F. Th. § 8, S. 47). Die schlichte a?-Ebene ist ofiFenbar einfach 
zusammenhängend, ebenso jede schlichte Fläche, die nur eine 
Randkurve besitzt. Dagegen ist eine schlichte Fläche, die 
mehr als eine Randkurve besitzt, mehrfach zusanmienhängend. 
Beispielsweise ist eine durch zwei konzentrische Kreise be- 
grenzte Ringfläche R nicht einfach zusammenhängend, denn 
jr ein mit den Grenzkreisen konzentrischer Kreis 
begrenzt fUr sich allein noch kein Stück der 
Fläche. 

Führen wir aber «inen die beiden Grenz- 
kreise verbindenden Querschnitt Q aus (Fig. 8)^ 
so wird die zerschnittene Fläche R einfach 
^^' *' zusammenhängend. 

Der Satz III gilt für jede einfach zusammenhängende 
Fläche, aber er gilt nicht ohne Einschränkung für mehrfach' 
zusammenhängende Flächen. Er gilt also beispielsweise nicht 
in voller Allgemeinheit für die unzerschnittene Ringfläche R, 
wohl aber für die zerschnittene Fläche R. 

Auch unsere zweiblättrige Riemannsche Fläche T ist 
nicht einfach zusammenhängend, wir können sie aber, wie im 
folgenden Paragraphen gezeigt werden wird, durch geeignete 
Querschnitte in eine einfache zusammenhängende Fläche T 




•) Der P. Th. 8. 98 gegebene Beweis setzt in keiner Weise voraus, 
daß die Fläche E eine achlichte Fläche ist. 
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zerschneiden. Für diese zerschnittene Fläche T gilt der Satz 
UI; es gelten also für die Integration in der Fläche T genau 
dieselben Regeln wie für die Integration in der schlichten 
rc-Ebene. 

§ 29. Zenohneldimg der Fl&ohe T in eine einflsMh 
zoBammenliftngende Fl&ohe Jf. Bei den folgenden Er- 
örteraugen gehen wir zunächst von der allgemeinen Darstel- 
lungsform der Irrationalgröße s 



s - ya^ix — öJi) {x - ofj) {x — a^){x — «J 

und der entsprechenden Biemannschen Fläche aus. Wir 
nehmen wieder an, daß die eine Übergangslinie — D — die 
Verzweigungspunkte a^ und Oj, die andere — D' — die Ver- 
zweigungspimkte «j und a^ yerbindet (§ 20). 

Wir legen nun im oberen Blatt der Fläche T um die 
Übergangslinie 2) eine geschlossene Kurve C und um die 
Übergangslinie 1/ eine ge- ^ 

schlossene Kurve B (Fig. 9). ^"I^''^^^^^'^^^^« ^^ 

Durch diese beiden Kurven wird ^ y' * /nJ^\ J 

die Fläche T in zwei getrennte /"^n^^^^^ ^^^.^^v 
Stücke Ti und Tj zerlegt. Das K ^Ty y^ 

eine Stück — T^ — besteht V >^i^.^^ 

aus dem Teil des oberen Blattes. ' 

' Fig. 9. 

der außerhalb der Kurven B 

und C liegt, das andere Stück — Tg — besteht aus dem 
unteren Blatt und den Teilen des oberen Blattes, die innerhalb 
der Kurven B und C liegen. 

Die Begrenzxmg von T^ besteht aus den äußeren Rändern 
der Kurven B und C; sie mögen mit B und C bezeichnet 
werden. Die Begrenzung von T, besteht aus den inneren 
Rändern, B und C, dieser Kurven. 

Jedes der beiden Stücke ist zusammenhängend, denn man 7 
kann von jedem Punkt eines Stückes zu jedem andern gelangen, ^ 
ohne die Begrenzung zu überschreitend Aber sie sind beide 
nicht einfach zusammenhängend, denn eine Kurve A^y die 
die beiden Randkurven von I\ verbindet, wird diese Fläche 
nicht in Stücke zerlegen und ebensowenig wird eine die beiden 

Dnröge-Manrer, eUiptitche Ftinktioiien. 6. Anfl. 7 



98 § 29. Zerschneidung der Fläche Tin eine einfach zasammenh. Fläche T\ 

Randkuryen von T, verbindende Kurve ^4, diese Fläche zer- 
stückeln.*) Fügen wir aber die Kurve A^ zur Begrenzung 
von 2\ und die Kurve A^ zur Begrenzung von T^ hinzu , so 
werden diese Flächen in zwei einfach zusammenhängende 
Flächen Tj' und T,' zerschnitten. Der Einfachheit wegen 
wollen wir annehmen^ daß die auf den Kurven B und C 
liegenden Endpunkte der Kurven A^ und A^ gegenüberliegende 
Punkte der beiden Ränder Ton B beziehungsweise C sind. 

Auch bei den Rändern der Kurven A^ und A^ unter- 
scheiden wir einen + Rand und einen — Rand und zwar 
wollen wir die Bezeichnung der Art wählen, daß wir^ die Be- 
grenzung der Fläche T^' im positiven Sinn durchlaufend, die 

Begrenzungsstücke in der Reihenfolge A^CÄ^B treffen (s. 

Fig. 9). Analog soll sich bei einem positiven Umlauf um die 

Fläche Tj' die Reihenfolge 
+ + _ + 
A^BA^C ergeben. 

An den vorangehenden 
Überlegungen wird nichts 
wesentliches geändert, wenn 
man die Schnitte BCA^A^ 
deformiert, vorausgesetzt, daß 
bei dieser Deformation keiner 
der Schnitte einen Verzweigungspunkt überschreitet und daß keine 
neuen Schnittpunkte der Schnittkurven entstehen (s. Fig. 10). 

Wir heften nun die beiden Flächen T/ und T^' längs 
der Kurve C aneinander, mit anderen Worten: wir lassen den 
Schnitt C wegfallen. Die beiden Flächen T/ und T^' ver- 
einigen sich zu einer Fläche T und die beiden Schnitte A^ und 
A^ vereinigen sich zu einem Schnitt A, der in einem Punkt des 
einen Randes von B beginnt und im gegenüberliegenden 
Punkt des anderen Randes endigt. Die Ränder der beiden 
Kurven A und B bilden zusammengenommen die Randkurve 
der Fläche T, Durchläuft man die Randkurve im positiven 
Sinne, so trifft man d^e Begrenzungsstücke in der Reihenfolge 

AB AB. 




• In Fig. 9 ist der im nntem Blatt verlaufende Teil der Kurve Ä^ 
punktiert gezeichnet. 
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Die Fläche T' ist zneammenhängend, denn man kann von 
einem Pnnkt auf dem einen Rand einer der Enrven A,B zum 
gegenüberliegenden Punkt auf «dem andern Rand gelangen^ 
ohne die Randkurve zu überschreiten. 

Die Fläche T' wird durch jede geschlossene, sich nicht 
überkreuzende Kurve L in zwei Teile zerlegt, ist also einfach 
zusammenhängend. 

Wenn die Kurve L ganz innerhalb der einen der beiden 
Flächen T^\ T^ verläuft, ist dies ohne weiteres einleuchtend. 
Ist dies nicht der Fall, so muß die Kurve L die Kurve G^ 
die die beiden Flächen T^ und T^ trennt, schneiden und zwar 
muß die Anzahl der Schnittpunldie, weil die Kurve L ge- 
schlossen ist, gerade sein. Wir bezeichnen sie mit 2t/. 

Die Kurve L wird durch diese Schnittpunkte in 2v Stücke 
zerlegt, die ab wechslungs weise in den Flächen 7\' und T^ liegen. 

Jedes in der Fläche T^ liegende Stück von L bildet zu- 
sammen mit dem Stück von C, das seine Endpunkte verbindet, 
die Begrenzung eines Stücks der Fläche T'^. Die durch die 
Kurve L aus der Fläche T^^ herausgeschnittenen Stücke mögen 
mit S^\ 8^\ . . . S^\ und das übrig bleibende Stück von T\ 
mit S^ bezeichnet werden. 

Analog bezeichnen wir mit S^^^, 5^% . . . S^\ die aus der 
Fläche T^ herausgeschnittenen Stücke und mit S^ das übrig 
bleibende Stück von jT,. Stellen wir nun längs G die Ver- 
bindung zwischen den angrenzenden Flächenteilen wieder her, 
so wird jedes der Flächenstücke S^\ S^\ . . . S^''\ an die Fläche 
S, und jedes der Flächenstücke S% S^\ . . . S^"), an die Fläche 
8^ geheftet. Jede dieser beiden Flächen ist zusammenhängend, 
die beiden Flächen aber sind durch die Kurve L getrennt. 

Weil unsere Riemannsche Fläche durch zwei Quer- 
schnitte Ä, B in eine einfach zusammenhängende Fläche T' 
verwandelt wird, bezeichnet man sie als dreifach zusammen- 
hängend. 

Das Querschnittsystem Ay B haben wir nur zu dem Zweck 
eingeführt, um die Fläche T einfach zusammenhängend zu 
machen; es kann deswegen durch jedes andere Querschnitt 
System ersetzt werden, das denselben Zweck erfüllt. Wir wer- 
den hierauf später zurückkommen (§ 39). 




Fig. 11. 
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Unsere Betrachtungen behalten oflFenbar ihre Geltung, 
wenn wir die Weierstraßsche Normalform 

s« = 4t{x — ej {x — Cj) (^ — ^) 

zu Grunde legen. In diesem Falle legen wir die Querschnitte 
A, B der Art an, daß der im oberen Blatt verlaufende Quer- 
schnitt B um die Verzweigungspunkte 
e^y e^ und der die Übergangslinien 
überkreuzende Querschnitt A um die 
Verzweigungspunkte e^ , c, herum führt. 
Im folgenden werden wir uns 
vielfach eines Querschnittsystems be- 
dienen, das wir aus dem in Fig. 11 
dargestellten durch stetige Deformation herleiten können. Wir 
konstruieren es in folgender Weise: 

Wir legen um die Verzweigungspunkte e^ und e^ einfache 
Kreislinien*) C und C vom Radius q. Diese Kreislinien sind 
nicht geschlossen, sondern die Endpunkte einer jeden sind ein- 
ander deckende Punkte 
<;---^. der Flache T. Die im 

oberen Blatt liegenden 
Endpunkte der beiden 
Kreislinien verbinden 
wir durch eine Kurve -l^, 
die im unteren Blatt 
-►<» liegenden durch eine 
mit A^ sich deckende 
Fig. 12. Kurve A^ (s. Fig. 12 5 

in der Figur ist nur 
die im oberen Blatt verlaufende Kurve A^ gezeichnet). Die 
Kurven A^GA^C bilden zusammengenommen den Quer- 
schnitt A. 

Sodann legen wir um die Punkte e^ und e^ einfache 
Kreislinien K und K' vom Radius q' <.Q und verbinden die 
Endpunkte derselben, die im nämlichen Blatt liegen, durch 




*) d. h. Ereislinienf die durch Rotation eines Vektors um 360 ° er- 
zeugt werden. 



§ 80. Über die Integrale der rationalen Funktionen der Fläche T. 101 

einander deckende Kurven B^ und B^. Die Kurven B^KB^K' 
bilden zusammen den Querschnitt B*) 

Bei dieser Anlage des Querschnittsjstems kann offenbar 
ein Paar sich deckender Punkte o^ö,, deren Entfernung von 
den drei Yerzweigungspunkten e^> q ist, durch sich deckende 
Wege L^yL^f die keinen Querschnitt überschreiten, mit dem 
unendlich fernen Punkt der Fläche T verbunden werden. 

Es steht nun nichts im Wege die Radien q und q' un- 
endlich klein anzunehmen. Unter dieser Annahme bezeichnen 
wir das eben konstruierte Querschnittsystem als „kanonisches 
Querschnittsystem ". 

Es bietet den Vorteil, der für manche Untersuchungen in 
Betracht kommt, daß jedes Paar sich deckender Punkte, das 
eine angebbare Entfernung von den Yerzweigungspunkten e^ 
besitzt, durch sich deckende, innerhalb der Fläche T verlaufende 
Wege mit dem unendlich fernen Punkt verbunden werden 
kann. Nur für die Punktepaare, die unendlich nahe an einem 
der Punkte e, liegen tritt eine Ausnahme ein: verbinden wir 
einen der Punkte 6^, e^ mit dem unendlich fernen Punkt durch 
sich deckende Wege L^, L^, so muß mindestens der eine der 
beiden Wege den Querschnitt Ä beziehungsweise den Quer- 
schnitt B überschreiten. Verbinden wir den Punkt e^ durch 
sich deckende Wege mit dem unendlich fernen Punkt, so muß 
entweder der eine der beiden Wege die beiden Querschnitte 
überschreiten oder jeder Weg überschreitet mindestens einen 
Querschnitt. 

Bei der graphischen Darstellung werden wir uns der 
größeren Deutlichkeit wegen des Querschnittsystems bedienen, 
das in Fig. 11 dargestellt ist; der Grenzübergang, der zum 
kanonischen Systeln führt, ist leicht zu übersehen. 

§ 30. Über die Integrale der rationalen Funktionen 
der Fl&ohe T. Es sei eine rationale Funktion F der Flache 
T vorgelegt, die in den Punkten *i*2 . . • *„ unstetig wird. 

Wir ziehen von einem Punkt dei: Begrenzung der Fläche 



*) Es ist zu bemerken, dafi sich die Querschnittsrändei Ai und A^ 
- + + - - + 

Ai und j.,, B^ und £,, B^ und B^ decken. 
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Pig. 18. 



T' aus — etwa von dem Punkt aus, in dem die Schnittränder 
Ä und B zusammenstoßen — „Sperrlinien^* L^L^ , , . L^ nach 
den Unstetigkeitspunkten ^i's . . . ^„. Diese Sperrlinien müssen 

innerhalb der Fläche T' verlaufen; 
sie dürfen einander nicht schneiden 
und sich nicht selbst überkreuzen; 
im übrigen dürfen sie beliebig ge- 
wählt werden (s. Fig. 13). 

Bei jeder Sperrlinie unter- 
scheiden wir einen + Rand und 
einen — Band der Art, daß ein 
positiver Umlauf um ihren End- 
punkt vom — Rand auf den -f Rand 
führt. Wenn der unendlich ferne 
Punkt zu den Unstetigkeitspunkten 
der Funktion F gehört, muß selbst- 
verständlich auch nach diesem Punkt eine Sperrlinie gezogen 
werden. 

Die mit den Schnitten ABL^L^ , . , L^ versehene Fläche 
bezeichnen wir mit T'\ Sie ist einfach zusammenhängend. 
Im Innern derselben ist die Funktion F überall stetig. 

Wir ziehen nun nur solche Integrationswege in Betracht, 
die innerhalb der Fläche T" verlaufen. Unter dieser Voraus- 
setzung hängt das Integral 
(1) I=fFdx 

nur von den Integrationsgrenzen ab, ist aber im übrigen vom 
Integrationsweg unabhängig. Halten wir die untere Inte- 
grationsgrenze fest, so ist / eine einwertige Funktion der oberen 
Integrationsgrenze. 

In Punkten, die sich auf dem -f Rand und dem — Rand 
eines Stücks der Begrenzung der Fläche T" gegenüberliegen, 
nimmt das Integral i, allgemein zu reden, verschiedene Werte 
an; wir unterscheiden diese Werte durch die Bezeichnung 
/ und 1 

Die Differenz /— / ist längs eines jeden Stücks 
der Begrenzung der Fläche T" konstant. 

Zum Beweise bezeichnen wir mit a, a und jß, ß zwei dem- 
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selben Begrenzungsstück angehörende Paare einander gegen- 
überliegender Punkte. Nun ist 

(2) lih-Iih-fFdx 

(3) I(ß)-Iiä)^fFdx. 

Auf der rechten Seite der Gleichung (2) ist über den 
+ Rand, auf der rechten Seite von (3) ist über den — Rand 
des in Rede stehenden Begrenzungsstücks zu integrieren. Weil 
die Funktion F auch in der unzerschnittenen Flache T ein- 
wertig ist, haben die beiden Integrale denselben Wert und 
daraus folgt 

I{ß) - l(ß) - /(«) - 1(1) ^I^i w. z. b. w. 

+ - 
Die konstante Differenz I — I bezeichnet man als Perio- 

dizitätsmodul des Integrals /. 

Der längs der Sperrlinie Z, stattfindende Periodizitäts- 
modul ist gleich dem Produkt von 2üti in das Residuum B(d^) 
der Funktion für den ünstetigkeitspunkt d,, wie sich sofort 
aus der Definition des Residuums ergibt (vgl. § 27). 

Wenn das Residuum R(S^) verschwindet, ist somit die 
Sperr&nie L^ nicht erforderlich, um das Integral eindeutig zu 
machen, und kann deswegen weggelassen werden. 

Der längs des Querschnitts A stattfindende Periodizitäts- 
modul ist gleich dem Integral 

(4) « ^fPdx, 

erstreckt über den Querschnitt B und zwar in dem Sinn, daß 
man vom — Rand des Querschnittes A zum -f Rand gelangt. 
Dementsprechend ist der Periodizitätsmodul längs des 
Querschnitts B gleich dem über den Querschnitt A von B 
nach B hin erstreckten Integral 

(5) JB ^fPdx, 

Bezeichnen wir mit I(p) den Wert, den das Integral (1) 
erreicht, wenn die Ingration von einem festen Punkt y aus 
über einen in der Fläche T" verlaufenden Weg bis zum Punkt 
o erstreckt wird. Wie oben nachgewiesen worden ist, ist I(o) 
eine einwertige Funktion des Orts in der Fläche T". 
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Wir wollen nun feststellen, welche Änderungen der Integral* 
wert erfahrt; wenn die Integration über einen Weg L erstreckt 
wird, der die Begrenzung der Fläche T" überschreitet. 

Nehmen wir an, das Stück aß des Weges L überschreite 
ein bestimmtes Stück der Begrenzung yon der — Seite zur 
+ Seite hin. Die Punkte, in denen L die Ränder desselben 
trifft, bezeichnen wir mit jp, beziehungsweise p. 

Weil die Funktion P auch in der unzerschnittenen Flache 
T einwertig ist, ist 

/\LFdx^ I \L\Fdx+ I \L Fdx 

Die Überschreitung des Begrenzungsstücks in der Rich- 
tung von der — Seite zur + Seite hin bewirkt also eine Ver- 
minderung des Integralwertes um den betreffenden Periodizi- 
tätsmodul. 

Nehmen wir nun an, der Weg L überschreite den Quer- 
schnitt A a-mal von der — Seite zur + Seite und a'-mal 
in der umgekehrten Richtung; die entsprechenden Zahlen für 
den Querschnitt B und die Sperrlinien L^ seien 6, V be- 
ziehungsweise Cy, c/. unter dieser Annahme ist 



/ 



L\Fdx - l{p) + (a' - a)« -h {V - &)» + 



y 



+ 2«i2;(c;-0-B(*J- 



Die Funktion F ist im Innern der Fläche T', die durch 
die Querschnitte A und B begrenzt, 
aber nicht mit den Sperrlinien 
L^L^.,, L^ versehen ist, zwar ein- 
wertig aber nicht überall stetig. 
Zufolge des Residuensatzes (§ 28) 
ist das im positiven Sinn über 
-►<» die Begrenzung der Fläche T er- 
streckte Integral (1) gleich dem 
Fig. 14. Produkt von 2;ri in die Summe der 
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Residuen Ii(ß^), die zu den XJnstetigkeitspunkten gehören. 
Das in Rede stehende Integral ist die Summe der vier Inte- 
grale (s. Fig. 14) 

r\i' r\:\ /'i^i r\^\ 

I \A,Fdx+ I \B'Fdx+ I A\Fdx+ 1 B\Fdx. 

Weil die Funktion F zu beiden Seiten der Querschnitte 
A und B dieselben Werte besitzt, ist das erste Integral dem 
dritten und das zweite dem vierten entgegengesetzt gleich, die 
Summe ist Null. Daraus folgt: 

Die Summe der Residur einer rationalen Funk- 
tion der Fläche T ist Null. 

Wenn die Funktion nur in einem Punkt der Fläche 
unstetig wird, so ist das zugehörige Residuum Null. Hieraus 
ergibt sich ein neuer Beweis des Satzes, daß es keine rationale 
Funktion der Fläche T gibt, die nur in einem Punkt zur 
ersten Ordnung unendlich wird (vgl. § 25). 

Wendet man den eben bewiesenen Satz auf die logarith- 
mische Derivierte der Funktion F an, so erhält man mit 
Rücksicht auf die am Schluß des § 27 gemachte Bemerkung 
einen neuen Beweis des Satzes, daß eine rationale Funktion 
der Fläche T gleichviel einfache Nullpunkte und Pole besitzt 
(vgl. §25). 

§ 81. Ble drei Gattungen von Elementarintegralen. 

Im § 26 haben wir die rationalen Funktionen der Fläche T in 
Partialbrüche zeriällt. Von dieser Zerfallung wollen wir nun 
Gebrauch machen, um das Integral 

J^fFdx 

auf einfachere Integrale zurückzuführen. 

Das Integral J bleibt stetig, solange das Produkt 
O^S'F 
stetig bleibt (§ 27); wir zerlegen deshalb nicht die Fimktion F 
selbst, sondern die Funktion O in Partialbrüche. Entsprechend 
den fünf Typen von Funktionen, die bei dieser Zerlegung auf- 
treten können (§ 26, Schluß), erhalten wir die folgenden fünf 
Typen von Integralen: 
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(1) /.(o/*)?-/^^- 

(2) j y,(c/*) - -J ^(^^3^r T- 

(3) /9'>/*)t ^,-i-l9'«-iW*) + Konst. m-3,4,5... 

(4) fMo)'i-f^- 

(5) /*™ W T " .rii ^»-» (") + K*""*- »» - 3, 4, 5. 

Der additiven Konstanten, die bei der Zerlegung der 
Funktion F noch auftreten kann, entspricht das Integral 

(6) ß;- 

Da in den Fällen (3) und (5) die Integration ausgeführt 
werden kann, erhalten wir nur vier Typen von Elementar- 
integralen. 

Man bezeichnet das Integral (6) als Integral erster Gattung, 
die Integrale (2) und (4) als Integrale zweiter Gattung, das 
Integral (1) als Integral dritter Gattung. 

Wir haben die Reduktion des allgemeinen Integrals auf 
die drei Gattungen von Elementarintegralen schon im § 2 mit 
elementaren Hilfsmitteln durchgeführt; die Entwicklungen des 
zweiten Abschnitts lassen den tiefer liegenden Grund, auf dem 
die Reduktion beruht, erkennen und eröffnen den Weg zu einer 
eingehenden Untersuchung der neuen Transzendenten. 



ß. 



§ 82. Bas Normalintegral erster Gkittang. Das 

Integral erster Gattung 

ist in der ganzen Fläche T' einwertig und nirgends 
unstetig. 

Denn das Produkt des Integranden mit der Funktion s 
ist = 1 (s. § 27). 

Für die Umgebung des unendlich fernen Punktes gilt die 
Reihenentwicklung 



(1) 
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1 1 



'(v^yV'-t*-& 



l , 9i_ , ^8 

2(yi")» "^ u{yxy iQ{yxy 

Hieraus folgt 

^ ^ J 8 Vx ^0 {y^y 66 (yx)' 

Wir ändern das Vorzeichen des Integrals und setzen die 
Integrationskonstante gleich Null. Das so normierte Integral 
nennen wir ^ormalintegral erster (Jattung^^ und bezeichnen 
es mit m(o) (ygl. § 13). Es ist demnach 

00 

(3) «C«)-/t- 

o 

Der Integrationsweg ist auf die Fläche T' beschränkt. 

Für die Umgebung des Punktes e^ gilt die Reihenent- 
wicklung 

1 _i 1 

8 2yx^^ V(«i - e^)lßi^^~^~e^'^ej+ [x - cj* 

V{ei-e,)(e,^e,)l2yx-e, 4 («i - e,) (e, - «3) '^ ' J 

Hieraus folgt 

V^^^ I 1 g.(V^-^)' 



Analoge Entwicklungen gelten ftlr die Verzweigungspunkte 
«1 und e^. Im Yerzweigungspimkt e^ wird somit die Differenz 

U{0) - M(C,) 

zur ersten Ordnung Null. Im imendlich fernen Verzweigungs- 
punkt wird das Integral u{o) selbst zur ersten Ordnung Null (2) 
Die Funktion s nimmt in zwei sich deckenden Punkten o^ 0^ 
der Fläche T entgegengesetzte Werte an. Folglich ist 

dw(oi) + rfw(Og) « 0, 



108 § 33. Das Normalintegral zweiter Gattung. 

wenn die Punkte o^ und o, auf sich deckenden Wegen fort- 
rücken. 

Vorausgesetzt, daß wir das kanonische Querschnittsystem 
zu Grunde legen, können wir jedes Paar sich deckender Punkte, 
das einen angebbaren Abstand von jedem der Yerzweigungs- 
punkte e^ besitzt, durch sich deckende Wege mit dem unend- 
lich fernen Punkt verbinden (§ 29, Schluß). Da in diesem 
Punkt das Normalintegral verschwindet, so ist die Summe 

in der ganzen Fläche T', nur in unendlicher Nähe der Ver- 
zweigungspunkte e^ tritt eine Ausnahme ein. Wir können 
also sagen: 

Das Normalintegral u(o) nimmt in sich deckenden 
Punkten der Fläche T entgegengesetzte Werte an. 

Die Ausnahmestellung der Verzweigungspunkte e^ ent- 
spricht der Tatsache, daß für sie der Begriff sich deckender 
Punkte seine Bedeutung verliert. 

Das Integral erster Gattung ist durch seine Eigenschaft, 
in der Fläche T' einwertig und überall stetig zu sein, im 
wesentlichen bestimmt. 

Jede in der Fläche T' einwertige und überall stetige 
Funktion, die an den Querschnitten A und B kon- 
stante Periodizitätsmoduln besitzt, ist eine lineare 
Funktion des Normalintegrals erster Gattung. 

Wir bezeichnen deshalb eine derartige Funktion als all* 
gemeines Integi*al erster Gattung. 

Zum Beweis ist zu bemerken: wenn eine Funktion I in 
der Fläche T einwertig ist und an den Querschnitten konstante 
Periodizitätsmoduln besitzt, so ist ihre Derivierte I' in der 
unzerschnittenen Fläche T einwertig. Aus der Stetigkeit der 
Funktion I folgt, daß das Produkt s • I' nirgends unstetig ist. 
Dieses Produkt ist daher eine Eonstante (§ 25, Schluß). 

§ 33. Das Normalintegral zweiter Oattiing. Das 

Integral zweiter Gattung (§31, Nr. 2) 






(* + ")dx 
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kann nur im Punkt d(ir =- a, s = a) unstetig werden. Denn 
von diesem Punkt abgesehen ist das Produkt der Funktion s 
in den Integranden^ nämlich die Funktion g>2{o/d), überall stetig. 
Für die Umgebung des Punktes d gelten die Reihenent- 
wicklungen (§ 26, Nr. 11) 

da 

/ /*\ «* I da , 1 d^a , 

V,{o/9) - -^-^j,- + -_- + ja-g^, + ■■■ 

und 

1 1 1 da . v,lr2 /da\* 1 d*a"| / ^• , 

8 a a* da ^ ^ ^ 2\_€c*\da/ a* da*J ^ ^ ' 

Hieraus folgt 

9, (o/d) a 1 d*a 

8 (5^ — ^» "" 4 drt" -' 

und weiter 

(2) /a-»/«rf. — -A_-|S(.-,) + ... + K.»t 

Das Residuum, das zum Punkt d gehört, verschwindet also, 
folglich ist das Integral in der Flache T' einwertig, und es ist 
nicht nötig eine Sperrlinie einzuführen (vgl. § 30). 

Das Integral zweiter Gattung(l) ist in der Flache T' 
einwertig und yom Punkt S abgesehen überall stetig; 
in diesem Punkt wird das Integral zur ersten Ordnung 
unendlich. 

Das Integral zweiter Gattung (§ 31, Nr, 4) 

xdx 



(8) ßt 



wird nur im unendlich fernen Punkt unstetig. Für die Um- 
gebung dieses Punktes gilt die Reihenentwicklung (§ 32, Nr. 1) 

^ ^ ^ j 9i__ , __9i_ j 

8 2yx ißivxY iß{Yxy * 

Hieraus folgt 

(4) r?^^y^^ ?^ -J^ . + Konst 

^ ^ J 8 ^ 24(1/«)» 4o(y«)« ^ 

Das zum unendlich fernen Punkt gehörige Residuum ver- 
schwindet. 

Das Integral ist also in der ganzen Fläche T' einwertig 
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und wird nur im unendlich fernen Punkt unstetig, und zwar 
unendlich zur ersten Ordnung. 

Unter der Voraussetzung, daß die Integrationskonstante =» 
gesetzt wird, setzen wir 

(5) f^-iio) 

und bezeichnen dieses Integral als „Normalintegral zweiter 
Gattung*'. 

Die Größe s nimmt in sich deckenden Punkten o^, o^ der 
Fläche T entgegengesetzte Werte an, folglich ist 

diio,) + di(o,) ^ 0, 
wenn die Punkte o^, o, auf sich deckenden Wegen fortrücken. 

Aus der Reihenentwicklung (4) ergibt sich, daß in der 
Umgebung des unendlich fernen Punktes 

(6) 5K) + tio») - 

ist, da wir ja die Integrationskonstante =* gesetzt haben. 

Daraus folgt: wenn wir die Flache T' durch das kanonische 
Querschnittsystem b^renzen (§ 29, Schluß), so gilt die Gleichung (6) 
für die ganze Fläche T' mit Ausnahme der Yerzweigungspunkte. 

Das Integral (1) läßt sich leicht auf das Normalintegral g(o) 
zurückführen. Zu dem Zweck bemerken wir: die Differenz 

Uio) - ftp,{o/S) ^ + g,(o/d) - g(o) 

wird in der Fläche T' nij^ends unstetig, denn im unendlich 
fernen Punkt bleibt die Differenz 

ip(o/d) - t{o) 
stetig (ygl. Nr. 4 und § 26, Nr. 4) und im Punkt * bleibt die 
Summe 



ß 



9>.(o/S)^ + v(o/S) 



stetig (vgL Nr. 2 und § 26, Nr. 3). Folglich ist U(o) ein In- 
tegral erster Ghkttung. Man yerifiziert leicht, daß 
U(p) =- — au(o) + Eonst. ist. 
Wenn wir das Integral (1) mit einer Eonstanten multi- 
plizieren und ein allgemeines Integral erster Gattung addieren, 
so erhalten wir eine Funktion, der ebenfalls die charakteristischen 
Eigenschaften des Integrals zweiter Gattung zukommen: 



§ 34. Das Nonnalintegral dritter Gattung. Hl 

Die Funktion ist in der Fläche T' einwertig nnd wird nur 
in einem Punkt unstetig und zwar unendlich zur ersten Ord- 
nung. An den Querschnitten Aj B besitzt sie konstante Perio- 
dizitötsmoduln. 

Wir bezeichnen eine Funktion, die diese Eigenschaften 
besitzt, als allgemeines Integral zweiter Gattung. Es läßt sich 
leicht beweisen, daß jede derartige Funktion sich aus einem 
Normalintegral zweiter Gattung, einem Normalintegral erster 
Gattung und einer rationalen Funktion q>{o/d) zusammen- 
setzen läßt. 

§ 34. Das Normalintegral dritter CKittiing. Um 

das Integral dritter Gattung 

(1) f^^om'-f-f^^/-^ 

eindeutig zu machen, ziehen wir von dem Punkt aus, in dem 

die — Ränder der Querschnitte Ä und B 

zusammenstoßen, eine Sperrlinie L nach >X^ '• 

dem Punkt d und eine Sperrlinie U y/ ■// \ 

nach dem unendlich femenPunkt (Fig. 15). Bl/Ky \ 

In der mit diesen Einschnitten versehenen ^--^ A ^ 

Fläche T" ist das Integral einwertig. x\ \"^ 

Für die Umgebung des Punktes i V^^^^l^ 

gelten die Reihenentwicklungen (§ 26, d ^L, 

Nr. 3) Fig. 16. 

Hieraus folgt 

y(Q/d) _ 1 1 d« rl 1 /rfa\' 1 1 <<*«"|/ __ N 



B 

und weiter 
(2) /^ 



'^ dx = log (a; - o) — ^3^ (« — a) • ■ . + Konst. 



Das zum Punkt S gehörige Residuum ist = 2xi. 



_ J_ Jl L 

X* 4. (yxY 
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Für die Umgebung des unendlich fernen Punktes gelten 
die Reihenentwicklungen (§ 26^ Nr. 4) 

Y X lax 

1 L^- + ^ ^ - + ... 

8 ^{yxY 16 (vi)' 

8 2x 2 

Hieraus folgt 

J 8 ^^ 2x6 (yx)^ 

Das zum unendlich fernen Punkt gehörige Residuum ist 
-= - 2«i. 

Daß die Residuen , die zum unendlich fernen Punkt und 
zum Punkt S gehören, entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, 
ist eine Folge des in § 30 bewiesenen allgemeinen Satzes. 

Wir haben bisher stillschweigend vorausgesetzt, daß der 
TJnstetigkeitspunkt d mit keinem der Yerzweigungspunkte e^ 
zusammenfallt. Wenn der Punkt d in den Yerzweigungs- 
punkt e^ rückt, so ist 

und hieraus folgt 

(4) Jl^A) dx = log y^^ + Konst. 

Im unendlich fernen Punkt wird das Integral nach wie 
vor unendlich wie log Yx . In dem TJnstetigkeitspunkt d, der 
im Endlichen liegt, wird es aber nicht mehr unendlich wie 
log(a; — a), sondern wie logYx — a. Es steht das im Einklang 
mit unseren allgemeinen Festsetzungen (s. § 23). 

Das Integral dritter Gattung besitzt demnach längs 
der Sperrlinie Z, die nach dem Punkt d führt, den 
Periodizitätsmodul 27ti, längs der nach dem unendlich 
fernen Punkt führenden Sperrlinie L' den Periodizi- 
tätsmodul — 27ti. 

Wir führen für das Integral (1) eine eigene Bezeichnung 
ein und setzen 

<6) „,(„/,) _/,(./,)^./5i.-t^^;. 
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Um ZQ einer zweckmäßigen Bestimmung der Integrations- 
konstanten, die noch znr YerfQgnng steht, zu gelangen, gehen 
wir am besten von der Gleichung (2) aus. Wir setzen fest: 
im Punkt d sei 

(6) lim [w(o/9) - log (u(o) - u{S))] « 0. 

Diese Bestimmung bietet den Vorteil, daß sie auch in dem 
Fall, daß der Pimkt d in einen der Yerzweigungspunkte e^ rückt, 
anwendbar bleibt. Denn der Grenzwert 

t*(o) — u(«,) 
lim — - — - — 



ist endlich und von Null verschieden (§ 32, Nr. 4), wie es 
wegen der Gleichung (4) erforderlich ist. Durch unsere Pest- 
setzung ist die Integrationskon staute allerdings nur bis auf ein 
Multiplum von 27ti bestimmt, aber für unsere Zwecke ge- 
nügt dies. 

Das nunmehr bis auf ein Multiplum von 2ni definierte 
Integral bezeichnen wir als „Normalintegral dritter Gattung'^ 

Die Differenz zweier Normalintegrale dritter Gattung 

(7) W^tc{o/8)-w{o/6) 

wird in den beliebig zu wählenden Punkten d und s logarith- 
misch unendlich, bleibt aber im unendlich fernen Punkt stetig. 
An den charakteristischen Eigenschaften der Funktion W wird 
nichts geändert, wenn wir sie mit einer beliebigen Konstanten 
multiplizieren und ein Integral erster Gattung addieren. Die 
Funktion, die wir auf diesem Wege erhalten, bezeichnen wir 
als allgemeines Integral dritter Gattung. 

Das Integral W (7) erhält eine besonders einfache Gestalt, 
wenn die Unstetigkeitspunkte d und a sich decken. In diesem 
Fall ist 

-rr^ r 8-\- a dx r 8 — a dx C ^ ^^ 

^j2{X'-a) 8 J 2{x-'oC) 8 "*t/ a; — a i 

In der älteren Literatur wird dieses Integral statt des 
Integrals w(o/d) als Normalintegral dritter Gattung benützt 

(Tgl. §2). 

Da sich das Integral einer beliebigen rationalen Funktion 

Daröge-Haarer, elliptisohe Fanktionen. 5. Aufl. g 
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der Fläche T als Aggregat von rationalen Funktionen der 
Fläche T und Normalintegralen darstellen läßt, so lassen sich 
seine Periodizitätsmoduln an den Querschnitten Ä, B aus 
denen der Normalintegrale zusammensetzen. 

Mit diesen haben wir uns zunächst zu beschäftigen. 

§ 86. Perlodiiit&tsmodnln das Normallntegrals 
erster Oattnng. Die Periodizitätsmoduln des Normalinte- 
grals erster Gattung 

dx 



»(»)-/7 



an den Querschnitten Ay B bezeichnen wir mit 2(o^y 2{o^. Der 
Ghund, warum diese Indizesbezeichnung gewählt ist, wird so- 
fort hervortreten. Aus den allgemeinen Ausführungen des § 30 
ergibt sich, daß 

I — 

6 



(1) 

und 
(2) 



2a)i - u{l) - m(x) f\B 

/\ ^ \dx 
I X I * 



ist (s. die nebenstehende Figur). Die Werte dieser Integrale 
hängen wesentlich davon ab, in welcher Art das Querschnitt- 
system angelegt wird. Wir werden 
später (§ 39) des genaueren unter- 
suchen, welche Änderungen die 
Werte der Periodizitätsmoduln er- 
fahren, wenn das Querschnittsjstem 
geändert wird. Zunächst gehen 
"^ wir von dem in Fig. 16 dar- 
gestellten Querschnittsystem aus,, 
das durch stetige Deformation in 
das kanonische Querschnittsystem übergeführt werden kann 
(vgl. § 29, Schluß). 

Die Integrale (1) und (2) lassen sich leicht durch die 
Werte ausdrücken, die das Integral u{p) in den Verzweigungs- 
punkten e^ und Cj annimmt. Wir können den Verzweigungs- 
punkt e^ mit dem unendlich fernen Punkt der Fläche T durch 




Fig. 16. 
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^09 



einen im oberen Blatt verlaufenden Weg L^ verbinden, der 

keinen Querschnitt überschreitet (s. Fig. 17). Der mit diesem 

Weg sich deckende Weg i, im 

unteren Blatt überkreuzt den 

Querschnitt A und zwar wird 

der Querschnitt, wenn man vom 

Punkt cx> ausgeht, von der — Seite 

zur + Seite hin überschritten. 

Folglich ist (s. § 30) pig Tt. 

flLJ^f-- rJA|^ + 2a,, = -u(e,)+2(.,*). 

f/ I OD I o €• I <» I " 

Weil die Größe s in sich deckenden Punkten der Fläche 
T eni^egengesetzte Werte besitzt, ist 

t/ I 00 1 * t/ ao 1 • 

Folglich ist 

(3) M(eO=fl>i. 

Den Verzweigungspunkt e^ können wir durch einen im 
imteren Blatt verlaufenden Weg L^\ der keinen Querschnitt 
überschreitet, mit dem unendlich fernen Punkt verbinden (s. 
Fig. 17). Der mit diesem Weg sich deckende Weg L^' im 
oberen Blatt überkreuzt den Querschnitt B. Die eben ange- 
wendete Schlußweise zeigt, daß 

(4) ««(0 = 08 

ist. um auch den Integralwert e^ durch die Perioden auszu- 
drücken, verbinden wir den Punkt e^ durch einen im unteren 
Blatt verlaufenden Weg i,, der keinen 
Querschnitt überschreitet, mit dem un- 
endlich fernen Punkt (Fig. 18). Der 
mit diesem Weg sich deckende Weg L^ 
überkreuzt die beiden Querschnitte A 
und B und zwar wenn wir vom xm- 
endlich fernen Punkte ausgehen, von der 
— Seite zur + Seite hin. Folglich ist 

(5) u(e^)-^(Oi + (o^, Fig. 18. 

o 

*) Eb ist zu beachten, daß das Integral I _? = — «(o) den Perio- 
dizitätsmodul — 2oo^ besitzt. * 
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Es ist üblich 

(6) CJi + G>8 =- % 

zu setzen. Bei Anwendung dieser Bezeichnung können wir 
die Gleichungen (3), (4) und (5) in die Formel zusammen- 
fassen 

(7) M(e,) = (D^ für i/«l,2, 3. 

Aus diesen Gleichungen folgt 

/dx Cdx 

— , ©3 — ©j — i»i =-J — • 

Der Integrationsweg ist so zu wählen; dafi er keinen Quer- 
schnitt überschreitet. 

Um das Integral (3) auszuwerten, wählen wir als Inte- 
grationsweg den -h Rand der Doppellinie e^ <x>, der dem 
oberen Blatt angehört (s. Fig. 17) und setzen 

(8) a;-e, + ?!^''- 

Wenn der Punkt x^s vom Punkte e^ aus längs der Dop- 
pellinie ins Unendliche rückt, so durchläuft die Variable t das 
reelle Interyall von 1 bis 0. Aus (8) folgt 

Wir machen Ton den früher eingeführten Bezeichnungen (§ 8) 

(9) Tt*~'*^^\ Ä'» =«•-*• 
Gebrauch und erhalten 

(10) * =. 2 (v^^)* y(T="<»)Tnrw) • j, . 

Der reelle Teil der Ghröße 



(11) jR-y(i-ö(i-**^') 

kann innerhalb des Integrationsintervalls nicht yerschwinden 
Wenn nämlich die drei Punkte e^ auf einer Geraden liegen, 
so ist zufolge unserer Übereinkunft (§21) e^ der mittlere der- 
selben und es ist folglich Tc^ reell und < 1. 

Wenn dies nicht der Fall ist, so hat h^ einen komplexen 
Wert und es kann der imaginäre Teü von iZ* innerhalb des 
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IntegrationsinteryaUs nicht Terschwinden, folglich gilt dasselbe 
für den reellen Teil von B. Am Schluß des § 21 ist die Be- 
stimmnng getroffen worden^ daß 

8 



arc 



(/«."-^)* 



gegen Null konvergiert, wenn man im oberen Blatt der Fläche 
T längs des + Randes der DoppeLinie e^ c» ins Unendliche 
geht. Folglich ist das Vorzeichen der Wurzel B so zu wählen, 
daß ihr reeller Teil positiv ist. 

Führen wir den Wert (10) in (3) ein, so ei^ibt sich mit 
Rücksicht auf (8) 

_ J r dt K 

(12) «'i - y- _-J y(i-zri^-— ^r,^ - y~~-,^ ' 

Weil der reelle Teil von B innerhalb des Integrations- 
intervalls positiv ist, so ist auch der reelle Teil von K von 
Null verschieden und positiv. 

Um das Integral (4) auszuwerten, wählen wir als Inte- 
grationsweg den Vektor L^', der im imtem Blatt der Fläche 
T vom Punkt e^ aus in der Richtung e^e^ ins Unendliche läuft 
(s. Fig. 17). Wir setzen 

(13). ,;«e,-^p. 

Die Integrationsvariable hat auch in diesem Fall das reelle 
Intervall von 1 bis zu durchlaufen. Aus (13) folgt mit 
Rücksicht auf (9) O 

5«--4(.,-e,)»(l-^«)(l-Ä'*<«).l. 
Man zeigt wie oben, daß der reelle Teil der Wurzel 
(14) K - Y{1 -T) {1~^^H') 

innerhalb des Integrationsintervalls nicht verschwinden kann. 
Wie am Schluß des § 21 bemerkt worden ist, gilt fOr den 
unendlich fernen Teil des Vektors L\ die Gleichung 

lim arc -7-z= -^rr, =« — • 
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Folglich ist das Vorzeichen der Wurzel B! so zu wählen, 
daß ihr reeller Teil positiy ist. Wir erhalten 

Führen wir diesen Wert in (4) ein, so folgt mit Rücksicht 
auf (13) 



Der reelle Teil der Größe K' ist jedenfalls von Null ver- 
schieden und positiv. 

§ 36. Der Parlodenqnotlent ^ • Nehmen wir an, die 

drei Verzweigungspunkte e^ liegen auf einer Geraden. In 
diesem Fall sind die Größen k^ und Tc^ reell und, weil wir 
festgesetzt haben (§ 21), unter e^ sei der mittlere der drei 
Punkte zu verstehen, so sind sie positiv und < 1. Folglich 
sind die Integrale K und K' (Nr. 12 und 15 des vorigen 
Paragraphen) reell und positiv, der Quotient 

^^^ »a»i K 

ist daher reell und positiv. 

Nehmen wir nunmehr an, daß die drei Verzweigungs- 
punkte e^ nicht auf einer Geraden liegen. Die Winkel des Drei- 
ecks, das sie bestimmen, bezeichnen wir mit ßiß^ßi- Der 
Arkus der Größe 

ist der Winkel, um den die Seite eje^ im positiven Sinn ge- 
dreht werden muß, damit sie mit der Seite e^e^ zur Deckung 
kommt. Dementsprechend ist der Arkus der Größe 



der Winkel, um den die Seite e^e^ im positiven Sinn gedreht 
werden muß, damit sie mit der Seite e^e^ zur Deckung kommt. 
Wenn man bei einem positiven Umlauf um das Dreieck der 
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"1 





YerzweiguiigspTinkte die Ecken in der Reihenfolge e^e^e^ trifPb 
(Fig. 19), 80 ist demnach der kleinste Wert von 

arc fc* = /Jj 
und der kleinste Wert von 

Wenn dagegen bei einem positiven Umlauf ^^ 
um das Dreieck die Reihenfolge e^e^e^ eintritt pig. 19. 
(Fig. 20) so ist der kleinste Wert von 

arc Jc^= — ß^ 
und der kleinste Wert von 

arcÄ'^^/Jj. 
Wir können also 

arc i* = ± /Jj, arc Ä'^= T ßi Fig. 20. 

setzen. Im ersten Fall (Fig. 19) gelten die oberen Zeichen, 
im zweiten (Fig. 20) die imteren. 
Im Integrationsintervall 

O^^^l 
liegt der kleinste Wert des Arkus der Größe 

zwischen und arc k'^^ + ßi, der kleinste Wert des Arkus 
der Größe 

zwischen und arc A;'= + /Jj. Da die Vorzeichen der Wur- 
zeln R und R so zu wählen sind, daß die reellen Teile dieser 
Größen positiv sind^ so liegt demnach der kleinste Wert von 
arc lj.j zwischen und + -^-, der kleinste Wert von arc (j^j 

zwischen und + ^ • Daraus folgt ^ daß die Arkuse der In- 
tegrale 



-/i 



1 1 



^* nnd JT. ' *" 






ebenfalls zwischen und + y beziehungsweise und + ~ liegen, 

JE* 
folglich liegt der Arkus des Quotienten -^ im ersten Fall (Fig. 
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00, 



19) zwischen und — --^^ , im zweiten Fall zwischen 



und 



2 

Da 



ßi + ßs _ iL _ P» <r Ü 
2 2 2^2' 

SO ist der reelle Teil des Quotienten -^ von Null verschieden 
und positiv. 

Demnach ist der imaginäre Teil des Quotienten 

von Null verschieden und positiv imaginär. 

Es ist wesentlich zu bemerken, daß der eben bewiesene 
Satz nur unter der Voraussetzung gilt, daß bei einem positiven 
Umlauf um die Fläche T' die Begrenzungsstacke in der Reihen- 
folge AB AB durchlaufen werden. 

Wir wollen einer späteren Anwendung wegen aus den 
vorausgehenden Entwicklungen für den Fall eine Folgerung 
ziehen, daß zwar die Größen g^ und g^ reell aber zwei der 
Größen e^ komplex sind. Wir wählen die Bezeichnung so, 
daß die Größe ^ reell und die Größe e^ — e^ positiv imaginär 
ist. Das Dreieck der Yerzweigungspunkte ist in diesem Fall 
gleichschenklig, die Winkel ß^ und /J, sind einander gleich. 
Je nachdem e^ negativ oder positiv ist, liegt der erste oder 

der zweite der oben be- 
trachteten Fälle vor (vgl. 
dienebenstehendenFiguren 
mit den Figuren 19 und 20). 
Die Größen ä* und h'^ sind 
in diesem Fall konjugiert 
imaginär, folglich auch die 
Größen 1? und iJ'l Weü 
die Vorzeichen der Wur- 
zeln B und K so gewählt sind, daß ihre reellen Teile positiv 
sind, so sind auch diese beiden Größen konjugiert imaginär. 
Folglich haben auch die Integrale K und JST' konjugiert ima- 
ginäre Werte. 





Fig. %%. 
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Infolge der im § 21 getroffenen Bestimmung ist 

arcyv^"^ = ^ 
zu setzen. Es ist daher bis auf Multipla von 2;r (§ 35, Nr. 12 
und 15) 

arc o, = arc K — - 
und 

arc ©• =« arc -K"' + — = — arc K-\- -7- • 

Demnach haben die Perioden aa^ und g>, konjugiert imagi- 
näre Werte. 

Da nun, wie oben gezeigt worden ist, arc K zwischen 
und Y oder zwischen und — y Hegt, je nachdem der erste 
oder der zweite Fall eintritt, so liegt arc cd^ im ersten Fall 
zwischen und r » ini zweiten zwischen — - und — -^ • 

4 ' 4 2 

Auf jeden Fall ist der reelle Teil Ton co^ positiv, der imagi- 
näre negatiy. Demnach sind die beiden Größen 

ß>» = Ol + »8 ^^^ -'-"T — 

reell und positiv. Je nachdem der erste oder der zweite Fall 
vorliegt, ist die erste oder die zweite die größere. 

§ 87. Die Perlodlsitfttmiodiiln des Integrals iwei- 
ter Oattnng. Die Periodizitötsmoduln des Normalintegrals 
zweiter Gattung 

an den Querschnitten A und B bezeichnen wir mit 2i}j und 2);,. 
Sie haben die Werte (vgl. § 30, Fig. 14) 

Im § 35 haben wir die Gleichungen bewiesen (Nr. 7) 

it(0 = cj^, CÖ2 — ©1 -f- Og. (v = 1, 2, 3) 

Für die Perioden des Normalintegrals zweiter Gattung 
gelten die analogen Gleichungen: 

(1) ?(«,) = '?„ %- '?! + %• (v-1,2,3) 
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Der im § 35 geführte Beweis bedarf nur einer geringen 
Modifikation, um auf den vorliegenden Fall anwendbar zu 
werden. Wir haben bei diesem Beweis davon Gebrauch ge- 
macht, daß das Integral erster Gattung u(o) gegen Null kon- 
vergiert, wenn der Punkt o ins Unendliche rückt. Dem Inte- 
gral i(o) kommt diese Eigenschaft nicht zu, es wird vielmehr 
im unendlich fernen Punkt unendlich, aber in der Umgebung 
dieses Piyiktes ist wenigstens die Summe 

t(p,) + i{o,)^0 (§33, Nr. 6) 
und dies genügt für unsern Beweis. 

Aus den Gleichungen (1) folgt 

xdx Cxdx 

-~j-f ns=^% — Vi-J -7-- 

«. «1 

Zwischen den vier Halbperioden öJi, Oj, ly^, ^j besteht eine 
einfache Beziehung. Um sie abzuleiten, bilden wir das Integral 

I^fu(o)dt{o) 

und erstrecken die Integration im positiven Sinn über die 
vollständige Begrenzung der Fläche T\ Wir erhalten (vgl. 
§ 30, Fig. 14) 

/l ^ I /^\ * I /^\ * I /^\ ^ I 

Mi t/ \ f*\ J \ y\ J \ n\ 

Das Differential 

ist auch in der unzerschnittenen Fläche T einwertig, dagegen ist 
längs des Querschnitts A 



M — W = 2(0^, 



längs des Querschnitts B 



+ 



Folglich ist 



rv-\ r-i 

«/ I X I «/ I X I 



also 

(2) /=4(©iiy8-(D87?l). 
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Andererseits ist das Integral I gleich 2^i-mal der Summe 
der Residuen, die den ünstetigkeitspunkten des Integranden 

i'=«(o)r(o) 

entsprechen. Im Endlichen bleibt das Produkt s • I' überall 
stetig, folglich gehört zu keinem Punkt im Endlichen ein 
Residuum. Im Unendlichen wird jede der beiden Funktionen 
u(ö) und g'(o) zur ersten Ordnung Null und zwar ist 

lim Yxu{o) =» 1 und lim Yx g'(o) = ^, 
also 

lim xT = ^ . 

Der Koeffizient von — in der Reihenentwicklunff der 

X ° 

Funktion T nach absteigenden Potenzen von x ist also => ^, 
das zugehörige Residuum folglich =- — !(§ 27). Demnach ist 

I 2%i, 

Der Vergleich mit (2) ergibt 

(3) ni^z — 'nz^i^'i' 

Man bezeichnet diese Gleichung als Legendresche Relation. 
An den charakteristischen Eigenschaften des Normal- 
integrals zweiter Gattung wird nichts geändert, wenn wir zu 
ihm das mit einer beliebigen Konstanten multiplizierte Normal- 
integral erster Gattung addieren. Über die Konstante können 
wir derart yerfügen, daß der Periodizitätsmodul am Querschnitt A 
verschwindet. Wir setzen 

(4) Z{o)^l(o)-^^u(p). 

Der Periodizitätsmodul des Integrals Z{p) am Querschnitte 
ist — wie gefordert ist — — 0, der Periodizitätsmodul am 
Querschnitt B hat den Wert 

• 2,,-2.2«,, = -^" 8.(3) 

Da im unendlich fernen Punkt das Normalintegral u{o) 
verschwindet, so gilt auch für das Integral Z{o) im unendlich 
fernen Punkt die Gleichung 

lim [Z{p) - yx\ = 0. 
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Wir bezeichnen auch das Integral Z{o) als ^^Normal- 
integral zweiter Gh^ttung/^ Um es von dem Integral l(o) zu 
unterscheiden^ bezeichnen wir g(o) als ^algebraisch normiert^ 
Z{o) als ^^transzendent normiert^^ 

§ 38. Die Perioden des Normallntegralfl dritter 
Oattong. Die Perioden des Normalintegrals dritter Gattung 



^ ' ^ J 2(x — a) 8 



an den Querschnitten Ä und B bezeichnen wir mit 2i^ und 2|,. 
Um sie zu berechnen^ bilden wir die beiden Integrale 

(1) I^fu{o)dw(p/d) 
und 

(2) J~ß{0)dU!{0/d). 

Die Integration erstrecken wir im positiven Sinn über 
die vollständige Begrenzung der Fläche T\ Innerhalb dieser 
Fläche sind die beiden Integranden I' und J' einwertig. Wir 
erhalten (vgl. die entsprechende Rechnung im vorigen Para- 
graphen): 

(3) I-4(a,J,-c,IO, 

Wir berechnen nun die Integrale I und J mittels der 
Residuen. 

Der Integrand 

. r^u(p)w\o/d) 

wird im Endlichen unstetig in den Verzweigungspunkten e^, 
in diesen bleibt aber das Integral stetig und zweitens im Punkt 
d(x = a, 5 =' a). In diesem Punkt wird 

'/ /i^ 8+a 1 

«' W*) = 2(^-«) • T 
zur ersten Ordnung unendlich und es ist 
Km (a;-a)i'=M(d)- 
Dem Punkt d entspricht also das Residuum u{d). 
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Im Unendlichen wird u(o) Null zur ersten Ordnung und 
w\o/8) wird Null zur zweiten Ordnung, der Integrand J' wird 
also Null zur dritten Ordnung, folglich bleibt das Integral im 
Unendlichen stetig (§ 27). Somit ist 

Der Vergleich mit (3) ergibt 

(5) oJj-Oagi-ywC*). 

Der Integrand 

J'=t{o)w'(p/d) 

wird im Endlichen unstetig erstens in den Verzweigungs- 
punkten, aber in diesen bleibt das Integral stetig und zweitens 
im Punkt d. Diesem Punkt entspricht das Residuum ^(d). 
Für die Umgebung des unendlich fernen Punktes gelten die 
Reihenentwicklungen (§ 33, Nr. 4 und § 34, Nr. 3) 

In der Reihenentwicklung des Integranden J' nach absteigenden 

Potenzen von Yx kommt somit kein in — multipliziertes Glied 

sc 

Tor. Folglich ist das entsprechende Residuum gleich Null. 

Demnach ist 

J-2Äig((J). 

Der Vergleich mit (4) ergibt 

(6) i?ii.-%5i-';ew. 

Aus (5) und (6) folgt mit Rücksicht auf die Legendre- 
sche Relation (Gleichung (3) des vorigen Paragraphen): 

(^. |ii-»i5(<j)-'?t«(<j), 

^^ U,-»,5(*)-i?.«(*). 

Außer den Periodizitatsmoduln an den Querschnitten A, B 
besitzt das Normalintegral w(o/d) noch zwei weitere an den 
Sperrlinien L und L\ die von einem Punkt der Begrenzung 
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der Fläche T' aus nach dem Punkt d und dem unendlich fernen 
Punkt hinfuhren (§ 34). ' 

Längs der nach dem Punkt ä führenden Sperrlinie L ist 

w — w = 2ütiy längs der nach dem unendlich fernen Punkt 
führenden Sperrlinie L' ist 

w — w ^ — 2üti. 
Das Integral 

(8) W{o/d) = w(o/8) - l^ [u{o) - u(S)] 

besitzt dieselben ünstetigkeiten wie das Integral w(o/d). An 
den Sperrlinien L und V besitzen beide Integrale dieselben 
Periodizitatsmoduln. 

Am Querschnitt Ä besitzt W(o/d) den Periodizitätsmodul 
Null; sein Periodizitätsmodul am Querschnitt B hat den Wert (5) 

Wir haben die Bestimmung getroffen^ daß im Punkt d 

lim [w(p/S) — log (u(o) - M(d))] = 
ist (§ 34), folglich ist auch (8) 

(9) lim [W(o/d) - log (tt(o) - w(d))] = 0. 

Wir bezeichnen — im Einklang mit der für die Integrale 
zweiter Gattung aufgestellten Definition — das Integral w(o/d) 
als ^^algebraisch normiertes'^ Integral dritter Gattung, das Integral 
W(o/S) als „transzendent normiertes". 

§ 39. Andemng des Qnenohnltt^ystems. Im § 32 

haben wir bereits darauf hingewiesen, daß sich die Werte der 
Periodizitatsmoduln ändern, wenn das Querschnittsystem ge- 
ändert wird. Wir wollen dies nun genauer untersuchen. 
Dabei beziehen wir uns auf die Periodizitatsmoduln des Normal- 
integrals erster Gattung; unsere Betrachtungen gelten aber 
auch für die Periodizitatsmoduln der algebraisch normierten 
Integrale zweiter und dritter Gattung. 

Wir haben bisher yorausgesetzt, die Bezeichnung sei so 
gewählt, daß man bei einem positiven Umlauf um die Fläche T' 
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vom — Rand des ersten Querschnitts auf den — Rand des 
zweiten und vom -f-R&ii<l ^^^ ersten auf den -f-Rand des 
zweiten gelangt. Diese Voraussetzung ist f&r die in den vor- 
ausgehenden Paragraphen bewiesenen Sätze ^ insbesondere für 
den Satz des § 36 über den Periodenquotienten wesentlich. 
Wir halten an ihr auch im folgenden fest^ ziehen also nur 
solche Änderungen des Querschnittsystems in Betracht, bei 
denen sie in Geltung bleibt. 

Wir bezeichnen mit Ä', B' ein zweites Paar von Quer- 
schnitten, durch die die Flache T in eine einfach zusammen- 
hängende Flache verwandelt wird, mit 2©i', 2a)j' die Perio- 
dizitätsmoduln des Normalintegrals erster Gattung an den- 
selben. 

Zunächst lassen wir den Querschnitt Ä' mit dem Quer- 
schnitt Ä, den Querschnitt B' mit dem Querschnitt B zu- 
sammenfallen, ändern aber die Bezeichnung der Ränder. Wenn 
wir den -f Rand von Ä' mit dem —Rand von Ä und den 
— Rand von A' mit dem + Rand von A zusammenfallen lassen, 
so müssen wir auch den -|- Rand von B' mit dem — Rand von B 
und den — Rand von B' mit dem + Rand von B zusammenfallen 

lassen, damit sich bei einem positiven Umlauf von der Fläche T' die 

+ + - - 
Reihenfolge A', B\ A\ B ergibt. Zwischen den Perioden 2©^ 

und 2g7/ bestehen die Beziehungen 

(1) (ö/ = — CDi, ©s' =" — ®8- 

Wir können noch eine zweite Änderung der Bezeichnuag 
vornehmen: wir lassen den Querschnitt A' mit dem Querschnitt 
B und B' mit A zusammenfallen. Wenn der + Rand von A' 
mit dem -f Rand von B zusammenfällt, so muß der -|-Rand 
von B' mit dem —Rand von A zusammenfallen, damit bei 
einem positiven Umlauf um die Fläche T' die festgesetzte 
Reihenfolge stattfindet. Zwischen den ursprünglichen und den 
neuen Perioden bestehen die Gleichungen 

(2) cö/=a)3, (D^ (Ol. 

Indem wir die zuerst besprochene Änderung des Quer- 
schnittsystems mit der zweiten kombinieren, können wir be- 
wirken, daß der + Rand von A mit dem — Rand von B und 
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der +Rand von JB' mit dem +Rand von Ä zusammenfällt. 
Für diesen Fall gelten die Gleichungen 



CD« = — CD, 



s; 



O. = CD, 



Wir haben bisher die Gestalt des Querschnittsystems un- 
geändert gelassen und nur die Bezeichnung der einzelnen Teile 
geändert; wir wollen nun auch die Gestalt verändern. Da ist 
zunächst zu bemerken: zwei Querschnittsysteme, die beide die 
Fläche T in eine einfach zusammenhängende Fläche ver- 
wandeln, sind als nicht wesentlich verschieden zu betrachten, 
wenn das eine durch eine stetige Deformation, bei der kein 
Verzweigungspunkt überschritten wird, in das andere über- 
geführt werden kann. Wir brauchen uns daher nur mit 
solchen Änderungen des Querschnittsystems zu beschäftigen, 
die sich nicht auf diese Weise herstellen lassen. 

Wir lassen zunächst den Querschnitt B und die Bezeich- 
nung seiner Bänder unverändert, ersetzen aber den Querschnitt 
Ä durch einen vom —Rand von B zum +ßand führenden 
Querschnitt A', der den Querschnitt Ä einmal überschreitet. 
Diese Überkreuzung kann in der Richtung vom — Rand zum 





Fig. 28. 



Fig. 24. 



+ Rand (Fig. 23), oder in der entgegengesetzten Richtung 
(Fig. 24) stattfinden. Im ersten Fall ist das über Ä' in der 
Richtung vom —Rand des Querschnitts B zum +Rand er- 
streckte Integral 

«2©,— 2 CO,, im letzteren Fall hat es den Wert 2<a^+2c}. 
(§ 30). Dieses Integral stellt den neuen Periodizitätsmodul am 
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Querschnitt B dar. Der Periodizitätsmodul am Querschnitt Ä' 
ist gleich dem ursprünglichen Periodizitätsmodul am Quer- 
schnitt Äj weil der Querschnitt B keine Änderung erfahren 
hat. Demnach ist 

0?/— Ol, Og'« T CJ, + (Dj- 

Wählen wir den neuen Querschnitt Ä' so, daß er den 
Querschnitt Ä wiederholt überschreitet, während der Quer- 
schnitt B nach wie vor unverändert bleibt, so treten an Stelle 
der vorstehenden Gleichungen die folgenden 

(3) Cöi'=. (Dl, 03'= l/(Di + Oj, 

V bedeutet eine ganze, positive oder negative Zahl. 

Die Substitutionen (1), (2) und (3), die auf die Perioden 
anzuwenden sind, wenn das Querschnittsystem eine der drei 
elementaren Änderungen erfährt, haben die beiden gemeinsamen 
Eigenschaften: 

die Substitutionskoeffizienten sind ganze Zahlen und 
die Substitutionsdeterminante ist »1. 

Einer Änderung des Querschnittsystems, die sich aus den 
drei elementaren Änderungen zusammensetzen läßt, entspricht 
eine Substitution 

(4) cj/ = aoi + /Joj, ©j' = y (Dj + do^, 

die aus den drei elementaren Substitutionen (1), (2) und (3) 
zusammengesetzt ist. Sie teilt mit diesen die Eigenschaft, daß 
ihre Koeffizienten ganze Zahlen sind, und daß ihre Deter- 
minante 

<5) aö-ßy^l 

ist. 

Es läßt sich nun leicht zeigen, daß jede Substitution (4), 
die diese beiden Eigenschaften besitzt, aus unseren drei ele- 
mentaren zusammengesetzt werden kann. 

Zum Beweis nehmen wir zunächst an, es sei /) »» 0. Dann 
muß wegen (5) entweder 

oder 

a^S 1 

sein. 

Darftge-Maurer, elliptiBche Funktionen. 6. Aufl. 9 
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Im ersteren Fall hat die Substitution (4) bereits die 
Form (3), im zweiten Fall setzen wir 

Aus (4^ folgt nun 

In diesem Fall läßt sich also die Substitution (4) aus 
I den beiden Substitutionen (1) und (3) zusammensetzen. 

Wenn ß von Null verschieden ist, können wir die Sub- 
stitution (4) aus einer der Substitutionen (2) oder (3) und 
einer Substitution 

j zusammensetzen, deren Koeffizienten entweder der Bedingung 

\ß^\<\ß\ 

oder der Bedingung 

ß:=ß, |«'|<|^;^|a| 

genQgen. 

Zu dem Zweck wenden wir, wenn 

l/5|>l«l 
ist, eine Substitution der Form (2) an und setzen 

Aus (4) folgt 

< /SÄi + aÄ3, <= - <Jßi + yßj. 

Es ist demnach 

ß'^a also \ß'\<\ß\. 
Ist dagegen 

so wenden wir eine Substitution der Form (3) an und setzen 
Wir erhalten 
Die Zahl i; wählen wir so, daß 

ist. 
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Es ist einleuchtend, daß wir auf diesem Weg schließlich 
zu einer Zerlegung der Substitution (4) in elementare Sub- 
stitutionen gelaufen müssen. 

Es bleibt zu untersuchen ^ welche Beziehungen zwischen 
den Perioden 2©^ und 2©/ bestehen, wenn die Querschnitt- 
systeme Äj B und A\ S nur der Bedingung unterliegen, daß 
sie die Fläche T einfach zusammenhängend machen. 

Zu dem Zweck gehen wir von der Bemerkung aus: den 
Wert; den das Integral 

'dx 



ß 



annimmt, wenn die Integration über eine geschlossene Kurve L er- 
streckt wird, die die Querschnitte A, Bxmd A\ S beliebig überkreuzt, 
läßt sich sowohl in der Form a • 2©^ + /} • 2o, als auch in der 
Form a' • 2(d/ + /3' • 2(08' darstellen, wo a, j9, a, ß ganze Zahlen 
bedeuten. Es ist daher 

aoi + /Jcöj =« aoi + /J'cD,'. 

Über das eine der Zahlenpaare a, ß und a\ ^ können wir 
verfügen, indem wir den Weg passend wählen. Daraus folgt: 
es müssen gleichzeitig Gleichungen der Form 

(4) Q)/ = acji + j3q)8 , Oj' = yoi + ÄfiJg 

und Gleichungen der Form 

©1 =» a ©/ + /J'ajg', ©8 = y'coi' + tf'cDa' 

mit ganzzahligen Koeffizienten bestehen. Dies ist nur möglich, 
wenn die Substitutionsdeterminante 

ad — /Jy =.± 1 

ist. Hat sie den Wert + 1> bo läßt sich die Substitution (4) 
aus den elementaren Substitutionen (1), (2) und (3) zusammen- 
setzen und das Querschnittsystem A^ B läßt sich daher durch 
die entsprechenden elementaren Änderungen in das Querschnitt- 
system A', jB' überfahren. Wenn die Substitutionsdeterminante 
den Wert — 1 hat, so müssen wir zu unseren drei Elementar- 
substitutionen noch die Substitution 

(6) ©/ = ©1, GJj' ■= — OJs 

hinzufügen, um die Substitution (4) zusammensetzen zu können. 
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Der Substitution (6) entspricht die Vertauschung der Rander 
des Querschnittes B, während die Bezeichnung der Bander des 
Querschnittes Ä ungeandert bleibt. Eine derartige Änderung 
des Querschnitts jstems ist aber unzulässig , denn sie Terstößt 
gegen die Bestimmung, daß man bei einem positiven Umlauf 
um die Fläche T' vom +Rand des ersten Querschnittes auf 
den -f-Rand des zweiten gelangt. Folglich ist der Fall aus- 
zuschließen, daß die Determinante der Substitution (4) den 
Wert — 1 besitzt. 

Damit ist bewiesen: 

Jeder zulässigen Änderung des Querschnittsystems 
entspricht eine Transformation der Perioden durch 
eine lineare homogene Substitution. Die Substitu- 
tionskoeffizienten sind ganze Zahlen; ihre Determi- 
nante hat den Wert + !• Umgekehrt entspricht jeder 
derartigen Periodentransformation eine zulässige 
Änderung des Querschnittsystems. 

Man bezeichnet zwei Perioden, aus denen sich alle übrigen 
zusammensetzen lassen, als „primitives Periodenpaar'^. 

Der Transformation (4) der Perioden entspricht die Trans- 
formation 

a + jJr 
des Periodenquotienten 

Wir setzen, Reelles und Imaginäres trennend, 

und erhalten mit Rücksicht auf (5) 

Y 



r= 



(a + ßX)'+ß'Y^ 



Da die Größe Y positiv ist, so ist auch F' positiv.*) 

Der imaginäre Teil des Periodenquotienten t ist 
positiv imaginär, wie auch immer das Querschnitt- 



*) Der Beweis setzt nui voraus, daß die Substitutionskoeffizienten 
reell sind und daß ihre Determinante positiv ist; daß sie den Wert 1 
hat, kommt nicht in Betracht. 
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System gewählt werden mag, vorausgesetzt, daß man 
die Begrenzung der Fläche T' im positiven Sinn durch- 
laufend vom + Kand des ersten Querschnitts auf den 
+ Rand des zweiten gelangt. 

Das Normalintegral erster Gattung und die algebraisch 
normierten Integrale zweiter und dritter Gattung bleiben un- 
geändert, wenn das Querschnittsystem geändert wird, denn die 
betrefifenden Integranden hängen in keiner Weise von der An- 
lage des Querschnittsystems ab. Dagegen gehen in die Aus- 
drücke der transzendent normierten Integrale zweiter und 
dritter Gattung 

Z{o)^t(o)-^^uio) (§37) 
W(o/d) - w{o/S) - j| [«(o) - «(*)] (§ 38) 

die Perioden o^ und tj^ ein; diese Integrale ändern sich dem- 
nach mit dem Querschnittsystem. 



Vierter Abschnitt. 

Darstellang der rationalen Fanktionen der Fläche T 
dnrcli transzendente Funktionen. 

§ 40. Die Funktionen P(o/<f) nnd /S(o/(f). Um das 

Normalintegral dritter Gattung eindeutig zu definieren^ haben 
wir eine Fläche T" konstruiert, indem wir von einem Punkt 
der Begrenzung der Fläche T' aus eine Sperrlinie L nach dem 
XJnstetigkeitspunkt d des Integrals und eine Sperrlinie L' nach 
dem unendlich fernen Punkt zogen (§ 34). Der Periodiziiäts- 
modul des Integrals an der Sperrlinie L ist 2niy der an der 
Sperrlinie V ist — 2^1. Das transzendent normierte Integral 
dritter Gattung W{o/d) ist am Querschnitt Ä stetig, am Quer- 
schnitt B besitzt es den Periodizitätsmodul 

^uW (§38). 

Im Punkt S (x^a, s = a) bleibt die Differenz 

W(p/d)-- log (x-a) 
stetig und es ist 

(1) lim[W^(o/*)-log(w(o)-M((J))] = (§38, Nr. 9). 
Im unendlich fernen Punkt bleibt die Differenz 

lim[Tr(o/*) + logM(o)] 

stetig (vgl. die Reihenentwicklungen § 32 Nr. 2 und § 34 Nr. 3). 
Wir bilden nun die Funktion 

(2) P(o/d) « e^W«^). 

Diese Funktion bleibt an den Sperrlinien L und L' stetig; 
diese Sperrlinien sind also nicht erforderlich, um die Funktion 
eindeutig zu machen. 
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Die Funktion TipjS) ist in der Fläche T ein 
wertig. 

Im Punkt d bleibt die Funktion stetig; sie wird in diesem 
Punkt Null zur ersten Ordnung. Zufolge (1) ist in diesem 
Punkt 
(3) li^ ^13 i. 

Im unendlich fernen Punkt wird die Funktion zur ersten Ord- 
nung unendlich. Von diesen beiden Punkten abgesehen ist 
die Funktion P(p/S) in der Flache T' überall stetig und von 
Null verschieden. 

Am Querschnitt A ist die Funktion stetig; am Quer- 
schnitt B ist 

(4) W J ^ ^co^ 

Hier bedeutet o einen beliebigen Punkt auf dem + Rand des 
Querschnitts B, o den gegenüberliegenden Punkt auf dem 
— Rand. 

Um die Funktion P(p/d) zu bilden^ haben wir das trans- 
zendent normierte Integral dritter Gattung benutzt; wir können 
ebenso gut das algebraisch normierte Integral w(p/d) heran- 
ziehen. Wir setzen, unter c eine verfügbare Konstante ver- 
stehend, 

(5) S(0/S) « ^io/d)-o[uio)-u{d)] ^ 

Da (§ 38 Nr. 8 und 7) 

w(o/S)^Wio/d) + ^^[u(o)-u{d)] 

und 

|,=.e(<J)a,,-«(d),, (.' = 1,2,3) 

ist, so ergibt sich für den Exponenten auf der rechten Seite 
der Gleichung (5) der Ausdruck 

TTWd) + K(Ä)-c-^^u(<r)][M(o)-u((J)]. 
Wir setzen c = g(d) und erhalten mit Rücksicht auf (2) 
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Am QuerscliDitt Ä ist die Punktion P(o/ö) stetig, folg- 
lich ist 

(7) an^: M)-=ß-8^.-«r). 
^ ^ S{o/&) 

Am Querschnitt B ist wegen (6) und (4) 

Zufolge der Legendreschen Relation (§ 37 Nr. 3) ist 

Folglich ist 

(8) an JB: ^^^/^ = e-«'?>»(^). 

Aus (3) und (6) folgt femer: im Punkt d ist 

Die Funktionen P(p/d) und S(o/d) haben die folgenden charak- 
teristischen Eigenschaften gemein: 

Sie sind in der Fläche T' einwertig und im Endlichen 
überall stetig; im Unendlichen werden sie zur ersten Ordnimg 
unendlich. 

Sie verschwinden nur in einem Punkt der Fläche T' 
— im Punkt d — und zwar nur zur ersten Ordnimg. 

Beim Überschreiten der Querschnitte scheiden sie kon- 
stante Periodizitätsfaktoren aus. 

Zwischen den Funktionen P(p/d) und S(p/ä) besteht ein 
ähnlicher Unterschied wie zwischen den transzendent und den 
algebraisch normierten Integralen: die Funktion P{o/d) bleibt 
am Querschnitt Ä stetig, die Funktion S{o/d) dagegen besitzt 
an diesem Querschnitt einen Periodizitätsfaktor; die Funktion 
S(p/d) hängt nicht von der Anlage des Querschnittsystems ab, 
wohl aber die Funktion P(o/ä). 

§ 41. Darstelliing der rationalen Funktionen der 
Fl&ohe T mittelst der Funktionen P(o/<f) nnd S(o/d). 
Das Abelsohe Theorem. Mittelst der Elementarfunktion 
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P{o/d) lassen sich die rationalen Funktionen der Fläche T in 
sehr einfacher Weise darstellen. 

Es sei eine rationale Funktion F(o) der Fläche T von 
der w-ten Ordnung vorgelegt. Wir bezeichnen die Nullpunkte 
dieser Funktion mit d^, Ö^j . . ., d^^ ihre Unstetigkeitspunkte 
mit «1, £„ . . ., 6^. 

Die Nullpunkte und die Unstetigkeitspunkte brauchen 
nicht alle untereinander verschieden zu sein: wird etwa die 
Funktion F im Punkt d^ Null zur m-ten Ordnung, so ist 
dj = tf, = • • • — d^ zu setzen. 

Dieselben Nullpunkte und Unstetigkeitspunkte besitzt die 
Funktion 

Im unendlich fernen Punkt wird zwar jede der Funktionen 
P(o/d^) und P{o/s^) zur ersten Ordnung unendlich, aber diese 
Unstetigkeiten kompensieren sich, die Funktion Fi(d) bleibt 
stetig. Diese Funktion besitzt also keine anderen Nullpunkte 
imd Unstetigkeitspunkte als die Funktion F(o), 

Am Querschnitt Ä bleibt jede der P- Funktionen stetig, 
also auch die Funktion F^(o). Am Querschnitt B ist (siehe 
Gleichung (4) des vorigen Paragraphen) 

n 



(2) ^'-^^^-e *-» 



Der Quotient 

(3) «W-F(o) 






ist in der Fläche T' einwertig und wird nirgends Null oder 
unendlich. Am Querschnitt J. ist er stetig, am Querschnitt B 
ist zwar der Nenner stetig, aber für den Zähler gilt die Glei- 
chung (2). Folglich ist am Querschnitt B 



(4) e(!)«r'^^i 

Weil die Funktion Q(o) in der einfach zusammenhängenden 
Fläche jT' nirgends Null oder unendlich wird, so ist ihr Lo- 



138 S ^1- Darstellung der rationalen Funktionen der Fläche T. 

garithmus in dieser Flache einwertig nnd stetig. Zu beiden 
Seiten des Querschnitts A besitzt die Punktion Q{p) dieselben 
Werte, daher können sich die Werte des Logarithmus nur um 
ein Multiplum von 2^i unterscheiden. Es ist also 

(5) am Querschnitt A: 

log Q{o) — log Q{6) = f* • 2%i, 
Wegen (4) ist 

(6) am Querschnitt B: 

n 

log qCo) - log ^(ö) - ^2 [«C«^') - «(*»)J - ^ ■ 2«^- 

A und fi bedeuten nicht näher bestimmte ganze Zahlen. 

Weil die Funktion log Q in der Fläche T' einwertig und 
stetig ist und an den Querschnitten konstante Periodizitäts- 
moduln besitzt, so ist sie ein Integral erster Gattung (§ 32). 
Es ist demnach 

(7) log Q{p) == h . u{o) + c, 

wo h und c Eonstante bedeuten. 

Das Integral erster Gattung auf der rechten Seite der 
vorstehenden Gleichung hat am Querschnitt A den Periodizitäts- 
modul h'2(D^y am Querschnitt B den Periodizitätsmodul h*2(Q^, 
Der Vergleich mit (5) ergibt 

(8) h = ^' 
und aus (6) folgt sodann 

(9) 2 [«(*.) -«*(0] = ^^^1 + 2/ta,,, 

wo A, fi ganze Zahlen bedeuten. 

Wir haben früher eine algebraische Beziehung zwischen 
den Nullpunkten und den Unstetigkeitspunkten einer rationalen 
Funktion der Fläche T nachgewiesen (§ 25), die Gleichung (9) 
gibt eine transzendente Relation zwischen diesen Punkten. 
Man bezeichnet den Inhalt dieser Gleichung als Abelsches 
Theorem. 

Setzen wir den Wert (8) in (7) ein, so folgt 

log e(o) = ^u(o) + c 
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and hieraus mit Bücksicht auf (3) und (2) 

nO^ F(o) - Konst ß"^ "^'^ P{o/9,)P(o/d,),,.P(o/9n) . 

(10) Jf ip) - üonst. e ^ p^^/^^j ^^^^^^^ ^^^^^^^ 

Diese Darstellung der Funktion jP(o);]nittelBt der Elementar- 
fnnktion P(p/d) setzt ihre Nullpunkte und ünstetigkeitspunkte 
in Evidenz. 

Aus dem Gang der Entwicklung ergibt sich, daß diese 
Darstellung immer möglich ist, wenn die Punkte d^ und e^ 
den Bediugungen des Abelschen Theorems (9) genügen; weiteren 
Bedingungen unterliegen diese Punkte nicht. 

Führt man in die Gleichung (10) an Stelle der P- Funk- 
tionen die entsprechenden iS- Funktionen ein, so ergibt sich 
eine Gleichung der Form (rgL Gleichung (6) des vorigen Para- 
graphen): 

(11) Fio) « Konst. ^^io)^^ ^^5^M) 1^^ 
und zwar ist 

n 

auio) + b ^-^^uio) + J«(o)2'[«(0-«(0] 

y = l 

n 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf (9) 

und auf Grund der Legendreschen Relation (§ 37 Nr. 3) 

Wir substituieren diesen Wert in (11) und vereinigen den 
Faktor ^ mit der multiplikativen Eonstanten. Es folgt: 

(12) F{o) « Konst. e(^^^^^^^n.Mo) S(o/p)^^lS^^ 

"^ ^ ^ ^ S{o/si) S{o/s^) . . . S{0/€„) 

Ein besonderes Interesse bietet der Fall, daß die n Null- 
punkte der Funktion F{o) in einen Punkt Ö und ihre n Ün- 
stetigkeitspunkte in einen Punkt b zusammenfallen. Auf Grund 



140 § 41- Darstellung der rationalen Funktionen der Fläche T. 

des Abel sehen Theorems müssen die Punkte S nnd £ der Be- 
dingung 

(13) uiö)-uis) = ^a>, + ^a>, 

genügen^ wo X und fi ganze Zahlen bedeuten. 
In diesem Fall ist die Funktion 

(14) *(«)-!/JW-Kon8l.«-^""'J|^^ (10) 

zwar nicht in der Fläche T, wohl aber in der einfach zu- 
sammenhängenden Fläche T' einwertig. Die Periodizitäts- 
faktoren^ die die Funktion an den Querschnitten ausscheidet, 
sind n-te Einheitswurzeln. 

Wir werden auf diese „Wurzelfimktionen" noch ausführ- 
licher zurückkommen. 

Aus dem Ab eischen Theorem ergibt sich eine Folgerung, 
die für unsere weiteren Entwicklungen yon grundlegender 
Bedeutung ist. 

Wir haben früher bewiesen, daß es keine rationale Funk- 
tion der Fläche T von der ersten Ordnung gibt. Wir schließen 
nun hieraus: 

Zwischen den Werten, die das Normalintegral 
erster Gattung u(o) in zwei verschiedenen Punkten d 
und 6 der Fläche T annimmt, kann keine Gleichung 
der Form 

u(d) — u(e) =« 2X<D^ + 2fKÖ3 

mit ganzzahligen Koeffizienten >l,/t bestehen. 

Wenn nämlich eine derartige Gleichung bestände, so könnten 
wir eine rationale Funktion der Fläche T 

bilden; die Ordnung dieser Funktion wäre = 1. 

Wenn wir den Integrationsweg nicht auf die Fläche T' 
beschränken, sondern die Möglichkeit offen lassen, daß er die 
Querschnitte beliebig oft überkreuzt, so kann das Integral u(p) 
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in einem Punkt der Fläche T unendlich viele verschiedene 
Werte erlangen, die sich um Multipla der Perioden unter- 
scheiden. Unser Satz besagt, daß das Integral erster Gattung 
auch bei unbeschränktem Integrationsweg nicht in zwei ver- 
schiedenen Punkten der Fläche T denselben Wert annehmen 
kann. 

§ 42. Die Fnnktioiien a{o) und H(p). Wir haben im 
vorausgehenden die rationalen Funktionen der Fläche Tmittelst der 
Elementarfunktionen P(p/d) und S{o/d) dargestellt, die nur in 
einem Punkt, dem Punkt d, verschwinden und nur in einem 
Punkt, dem unendlich fernen Punkt, unendlich werden. Für 
die Darstellung der rationalen Funktionen kommt nur der 
Nullpunkt der Elementarfunktionen, aber nicht ihr Unstetig- 
keitspunkt in Betracht. Es liegt daher nahe zu fragen, ob es 
nicht eine Funktion gibt, die von jeder Unstetigkeit frei ist, 
aber für die Darstellung der rationalen Funktionen der Fläche 
dieselben Dienste leistet. Eine derartige Funktion werden 
wir oifenbar erhalten, wenn wir die Funktion S{o/d) mit einer 
Funktion 6(p) multiplizieren, die den folgenden Bedingungen 
genügt: 

1. Die Funktion 6(o) ist in der ganzen Fläche T' ein- 
wertig und stetig. 

2. Im unendlich fernen Punkt verschwindet sie zur ersten 
Ordnung, sie besitzt aber keine weiteren Nullpunkte. 

3. Wenn ein Querschnitt überschritten wird, so ändert 
sich die Funktion um einen Periodizitätsfaktor, auf den es für 
die Zwecke, die wir im Auge haben, nicht weiter ankommt. 

Die logarithmische Derivierte 

ist ebenso wie die Funktion ö(p) selbst in der Fläche T' 
einwertig. 

Im Endlichen ist die Funktion log 6(p) überall stetig, 
daraus folgt, daß im Endlichen das Produkt s - f(o) überall 
stetig ist (§ 27). 

Im Unendlichen bleibt das Produkt Yx • 6(p) wegen 
(2) stetig, verhält sich die Funktion f(p) wie die 
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Funktion — ö""' ^^ Produkt S'f(p) wird daher unstetig wie die 

Funktion •— Yx, also in derselben Weise wie das negativ ge- 
nommene Normalintegral zweiter Gattung (§ 33). Wir setzen 
deswegen 

(4) H<o) = -ß{o)^. 

Die noch zur Verfügung stehende Integrationskonstante 
wählen wir so^ daß im unendlich fernen Punkt 

(5) lim ^ - 1 

^ ^ u(p) 

ist. Wir haben nun die Periodizitätsfaktoren der Funktion 
6{o) ZU bestimmen. 

Am Querschnitt Ä ist (4) 

^-'l^ = -7KÄ-5(ö)] = -?-' 

also 

(6) am Querschnitt Ä: log -~ «= 2iyi[f«(o) + cj • 

Dementsprechend ist 

(7) am Querschnitt B: log ^^ - ^^[^{o) + q,] • 

tf(o) 

Die Buchstaben c^ und c^ bedeuten Konstante, die wegen 
der Vieldeutigkeit der Logarithmen nur bis auf ein Multiplum 
von 2jci bestimmt sind. Würden wir die auf den rechten 
Seiten der Gleichungen (6) und (7) vorkommenden Integral- 
werte u(o) durch die entsprechenden Integralwerte u(o) er- 
setzen, so wären die Eonstanten c^, c^ um 2g)^ beziehungs- 
weise 2o, zu vermindern. 

Unter der Voraussetzung, daß wir das kanonische Quer- 
schnittsystem zu Grunde legen, nimmt nicht nur die Funktion 
5, sondern auch die Funktion i(o) in sich deckenden Punkten 
Oj, Oj der Fläche T entgegengesetzte Werte an (§ 33). Wenn 
die Punkte o^ und o, auf sich deckenden Wegen fortrücken, 
besteht deshalb wegen (4) die Gleichung 

dlog<y(Oi) =- dlogöip^) . 
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Der Quotient 

besitzt demnach einen konstanten Wert. Wenn die Punkte 
e^ und 0, ins Unendliche rücken^ so ist zufolge (5) 

lin,i^»l undlim^^l. 
Da nun 

ist, so folgt 

(8) ^ = - 1. 

Die Funktion 6{o) nimmt also in sich deckenden Punkten 
der Flache T entgegengesetzte Werte an. Eine Ausnahme- 
stellung nehmen wieder die Yerzweignngspunkte ein. 

Der Yerzweigungspunkt e^ ist von einem unendlich nahen 
Punkt 0^ des oberen Blattes durch den Querschnitt Ä getrennt, 
von dem Punkt o, des unteren Blattes nicht (vgl. die Fig. 12^ 
§ 29). Folglich ist (6) 

^ = ^nxMo^-^<al^^nilu{€^-^^x-^<^l^^^{<^'^ (& 35, Nr. 7\ 

Zufolge (8) ist der links stehende Quotient = — 1, folg- 
lich ist 

und in gleicher Weise ist zu zeigen, daß 

ist. Substituieren wir diese Werte in (6) und (7), so folgt 

+ 
am Querschnitt Ä ist: ?M « _ gS.7j«(ö)+a^] 
a(o) 
(9) 

am Querschnitt B ist: ^ « - e8'?.[-(o)+«i]* 

(T(O) 

Die Funktion <y(o), die durch die Gleichung (4) 
und die Nebenbedingung (6) bestimmt ist, genügt den 
Bedingungen (1), (2) und (3). 

Wir können nun leicht eine Funktion bilden, die in der 
ganzen Fläche T' einwertig und stetig ist, und nur in einem 
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beliebig Torzuschreibenden Punkt d Terschwindet. Wir setzen 
(§40, Nr. 6) 

(10) *w*)-^-^'iS'-- 

Die Funktion 6{pjS) bleibt im unendlich fernen Punkt 
stetig, denn in diesem Punkt wird zwar die Funktion S(p/d) 
zur ersten Ordnung unendlich, aber die Funktion 6(0) wird 
zur ersten Ordnung Null. 

Im Punkt * ist (§ 40, Nr. 9) 

(11) limV/-^/\,==l. 

^ -^ u(o) — w(d) 

Die Periodizitatseigenschaften der Funktion 6(p/d) ergeben 
sich aus den Gleichungen (9) in Verbindung mit den Gleichungen 
(7) und (8) des § 40. 



+ 



Am Querschnitt A ist: -^^^^ - - ^nAu{o)-u{S)+u>,] 

c{old) 
(12) 

Am Querschnitt B ist: -^^^^^ = ~ e>»/.[«(ä)-u(cr)+a,j ^ 
c{o/d) 

Diese Gleichungen werden mit den Gleichungen (9) iden- 
tisch, wenn der Nullpunkt d in den unendlich fernen Punkt 
rückt. 

Bei der Definition der Funktion 6(0) haben wir das al- 
gebraisch normierte Integral zweiter Gattung ^(0) benutzt 
(4). Wir führen nun statt dessen das transzendent normierte 
Integral (§ 37, Nr. 4) 

ein und setzen 

(13) logff(o)--Jz(o)^. 

Wegen 

dx j 

— ^ — au 

folgt 

log H{o) - log 6{o) - ^ u\o) + log c 

und hieraus 



(14) ^/v -^"'(0) 



Vi 

H(p)^ce »^^""'tf(o). 
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Die Verfügung über die Integrationskonstante c behalten 
wir nns vor, sie wird erst im nächsten Abschnitt erfolgen. 
Die Gleichung (14) verallgemeinernd setzen wir femer 

Die Funktion H{pl8) hat offensichtlich mit der Funktion 
^{o/d) den Nullpunkt gemein. 

An den Querschnitten A und B ist 

[m(o) -«(<J)]»- [u{l) - «(d)]»= 4a,,[tt(ö) + CD,- «(*)]. 

Dem Querschnitt Ä entspricht der Index 1/ » 1, dem 
Querschnitt B der Index 1/ =» 3. 
Wegen (12) ist daher 



+ 



(16) Am Querschnitt .1: ^^/^) = - l . 

Mit Rücksicht auf die Legendresche Relation (§ 37^ 
Nr. 3) ergibt sich 

(17) Am Querschnitt B ist ^^l^ « - e'S ^^^^-^^^^^^ . 

Die Gleichungen (16) und (17) gelten auch für die Funk- 
tion S(p). Man hat für diesen FaU nur ti(d) = zu setzen. 

Durch die Konstruktion der Funktionen ö(p/d) und H{o/d) 
haben wir die im Eingang dieses Paragraphen gestellte Auf- 
gabe gelöst: diese beiden Funktionen sind in der ganzen 
Fläche T' einwertig und stetig; soweit es sich um die Dar- 
stellung der rationalen Funktionen der Fläche T handelt, er- 
füllen sie denselben Zweck wie die Elementarfunktionen 
S{o/d) und P(p/d): wir können in den Formeln (10) und (12) 
des § 41 ohne weiteres P(p/d) durch HipjS) und S(p/d) durch 
<j{o/S) ersetzen. 

Die Formeln, die wir im vorausgehenden entwickelt 
haben, stellen die Existenz dieser Funktion sicher und lassen 
ihre charakteristischen Eigenschaften erkennen; zur Berechnung 
der Funktionswerte sind sie nicht geeignet: zu diesem Zweck 
müssen wir andere Hilfsmittel heranziehen. 

Duröge- Maarer, elliptische Funktionen. 5. Aofl. IQ 
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§ 43. Analytlsohe FortBetiung der FnnktioiieiL a{p) 
und Ä(o). Wir haben die Funktionen 6{p) und H{o) vorerst 
nur für die einfach zusammenhängende Fläche T' definiert. 
Da sich diese Funktionen überall regulär yerhalten^ so können 
wir sie über die Begrenzung der Fläche T\ die Querschnitte 
A und By hinweg analytisch fortsetzen (vgl. F. Th. § 47). 

Um den Zusammenhang zwischen den verschiedenen 
Funktionszweigen, zu denen die analytische Fortsetzung führt, 
festzustellen, setzen wir die Funktion von einem beliebigen 
Punkt aus längs eines in sich zurücklaufenden Weges L 
fort und sehen zu, welche Beziehungen zwischen dem Anfangs- 
wert und dem Endwert bestehen. Wir führen zunächst die 
Untersuchung für die Funktion H{p) durch. 

Nehmen wir an, der Weg L überkreuze den Querschnitt 
B nicht und den Querschnitt A nur einmal. Längs dieses 
Querschnitts besteht die Relation 

h(o) = -H(o) 

(Gleichung (16) des vorigen Paragraphen). Dementsprechend 
besteht auch zwischen dem Anfangswert H{p) und dem End- 
wert — er möge mit H*{o) bezeichnet werden — dieselbe 
Relation 
(1) H*{o) = -H{o). 

Nehmen wir zweitens an, der Weg L überkreuze den 
Querschnitt A nicht, dagegen überschreite er den Querschnitt 
B einmal und zwar in der Richtung von der + Seite zur 
— Seite. 

Wir setzen die Funktion H{p) zunächst bis zu dem 
Punkt p fort, in dem der Weg L den + Rand des Querschnitts 
B trifft. Setzen wir dann die Funktion den Querschnitt 
überschreitend fort, so wird dem Punkt p auf dem — Rand 
des Querschnitts B der Funktionswert H(jp) zugeordnet, 
während ihm der Funktionswert H{p) entspricht, wenn die 
analytische Fortsetzung ohne Überschreitung eines Querschnitts 
erfolgt. 

Wenn wir den letztem Wert längs des Stückes po des 
Weges L fortsetzen, so langen wir in o mit dem Funktions- 
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wert H{o) an, da ja die Funktion H in der Fläche T' ein- 
wertig ist. Setzen wir anstatt dessen den Wert 

H(p)~-e "' Hip) 

(Gleichung (17) des vorigen Paragraphen) längs desselben Weges 
fort, so kommen wir in o mit dem Wert 

(2) H*{o) e-^"'"'""'^(o') 

an. Diese Gleichung zeigt, daß es nicht darauf ankommt, an 
welcher Stelle der Querschnitt B überschritten wird. .Das- 
selbe gilt selbstverständlich auch für die Überschreitung des 
Querschnitts A. 

Wenn wir einen beliebigen Weg einmal im einen Sinn 
und dann im entgegengesetzten Sinn durchlaufen, so kehrt die 
Funktion zum Ausgangswert zurück. Auf Grund dieser Be- 
merkung können wir einen beliebigen in sich zurücklaufen- 
den Weg L durch eine Anzahl von ebenfalls in sich zurücklaufen- 
den Wegen ersetzen, von denen ein jeder nur einen Quer- 
schnitt einmal überschreitet. Beispielsweise können wir einen 

in sich zurücklaufenden Weg L, der erst die Bänder des 

+ - 
Querschnitts A in den Punkten p, p und dann die Ränder 

des Querschnitts B in den Punkten g, q trifFk, aus zwei 
Wegen C und C zusammensetzen, von denen der erste nur 
den Querschnitt A, der zweite nur den Querschnitt B über- 
schreitet. Der Weg C besteht aus dem Stück des Weges L 
von über p nach p und einem Weg L\ der innerhalb der 

Fläche T' von p nach o fahrt. Der Weg C führt längs L' 

- + - 

von nach p und von da längs L über g, q nach o. 

Durchlaufen wir zuerst die Kurve C und dann die Kurve 

(T, so gelangen wir vom Anfangswert H{p) ausgehend zuerst 

zum Wert — H{o) (1) und dann zum Wert (2) 

e "^ H{o). 

Durchlaufen wir dagegen zuerst die Kurve C und dann 
die Kurve C, so gelangen wir zuerst zum Wert (2) 

10* 
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und dann zam Wert 

- — [tt(o) + 2o»A + oi,] 

e *i H{p) 

also zu demselben Wert. 

Die Reihenfolge in der die Querschnitte überschritten 
werden, kommt also nicht in Betracht. 

Nehmen wir an, der in sich zurücklaufende Weg L über- 
schreite den Querschnitt A A-mal, den Querschnitt B ^-mal. 
Das Überschreiten soll als positiv oder als negativ gezählt 
werden, je nachdem es an der + Seite zur — Seite hin oder 
in der entgegengesetzten Richtung erfolgt (vgl. § 30). 

Der Endwert, zu dem die analytische Fortsetzung 
der Funktion H{p) längs des Weges L führt, hängt 
nur von den Zahlen X und ft ab, ist aber im übrigen 
Yon der Gestalt des Weges L unabhängig. 

Diese Bemerkung gilt auch für das Integral erster Gattung 
uiofj daher gilt sie auch für die Funktion 

(Nr. 14 des vorigen Paragraphen). 

Setzen wir die Funktion längs eines in sich zurücklaufen- 
den Weges C fort, der den Querschnitt A von der -f Seite 
zur — Seite hin überschreitet, so erhalten wir aus (1) die Be- 
ziehung zwischen Anfangs wert und Endwert 

Erfolgt die Fortsetzung längs des Weges (7, der den 
Querschnitt B von der + Seite zur — Seite hin überschreitet, 
so ergibt sich aus (2) 

^*(0) ^ [(tt((») + ««,)»-u»(o)]-^ [U(0) + Cü,l 

^-: =s — e^^i 0*1 

0(0) 

Der Exponent der Exponentialgröfie rechts ist 

also auf Grund der Legendreschen Relation 
- 2i?,[«(o) + 0),] . 
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Wir erhalten daher fOr die Fortsetzung längs des Weges 
C7 die zu (3) analoge Formel 

§ 44. AbbUdimg der Flftohe T anf eine sdülohte 
Flftehe. Wir haben bisher einen Punkt der zweiblattrigen 
Fläche T durch das zugehörige Wertsystem x, s festgelegt. 
Der am Schluß des § 41 bewiesene Satz gibt uns ein Mittel 
an die Hand, die Punkte der Fläche T den Werten einer ein- 
zigen Yariabeln zuzuordnen. Zufolge dieses Satzes kann das 
Integral erster Gattung nicht in zwei yerschiedenen Punkten 
der Fläche T denselben Wert annehmen. Daraus folgt: ein 
Punkt der Fläche T ist eindeutig bestimmt, wenn einer der 
ihm zugeordneten Werte des Normalintegrals erster Gattung 
u{p) gegeben ist. Eine eindeutige Funktion des Orts in der 
Fläche T ist demnach auch eine einwertige Funktion der 
Variabein u. 

Wenn der Integrationsweg auf die einfach zusammen- 
hängende Fläche T beschränkt wird, so ist auch umgekehrt 
der Wert des Integrals u{o) eine eindeutige Funktion des 
Orts in der Fläche T\ Das Normalintegral erster Gattung 
vermittelt demnach eine wechselseitig eindeutige Abbildung der 
ein&ch zusammenhängenden Fläche T' auf eine schlichte 
Ebene. Weil das Integral u nirgends unendlich wird, kann 
diese Abbildung nur ein endliches Stück der u-Ebene bedecken. 
Um die Gestalt dieses Flächenstücks festzustellen, bilden wir 
die Begrenzung der Fläche T" — die Querschnitte A und B — 
auf die M-Ebene ab. 

Die Werte, die das Integral u{p) auf den + Rändern der 
Querschnitte A und B annimmt, sind um 2m^ beziehungsweise 
2 CDs gi'oßer als die Werte, die den gegenüberliegenden Punkten 
der — Ränder zugeordnet sind. Daraus folgt: die beiden 
Ränder eines Querschnittes werden in zwei Parallelkurven ab- 
gebildet. Die Abbildung der Fläche T' auf die w-Ebene ist 
also ein Parallelogramm 77; die Seiten sind Kurven, deren Ge- 
stalt von der Anlage des Querschnittsystems abhängt. Man be- 
zeichnet dieses Parallelogramm 77 als Periodenparallelogramm. 
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Bezeichnen wir die Punkte, in denen sich die Rander der 
Querschnitte A, B treflFen, mit xA/^v (s. Fig. 25). Zwischen 
den zugeordneten Integralwerten bestehen die Beziehungen 

U{k) — U(x) = M(/lt) — U{v) == 2(Di 
U{v) - U(x) « W(|ll) - U{X) = 2(03. 

Wir setzen 
m(I) + u{y) = tt(x) + u(/i) = 2wo 
und erhalten 

W(x)«:tio-0>l-«08=«*l. 
«*(^) =* Wo + ©i — ©3 « Uj , 
Ilg. 25. «* (^) == Wo + CDi + ©8 = W3 , 

ti(a,) =« Mo — ©1 + O3 = U^ . 

Durchlauft ein Punkt die Begrenzung der Fläche T im 
- + + - 
Sinn xBXAiiBvÄx, so durchläuft der entsprechende Punkt 

der u-Ebene die Begrenzung des Periodenparallelogramms 77 

im Sinn u^u^u^u^. Man hat also auf der Seite u^u^ fort 

schreitend die Seite t^u^ zur Linken. 

Wenn wir das kanonische Querschnittsystem zu Grunde 
legen, so entsprechen sich deckenden Punkten der Fläche T' 
entgegengesetzt gleiche Werte des Normalintegrals u. Daraus 
folgt: unter dieser Voraussetzung liegt das Periodenparallelo- 
gramm 77 symmetrisch zum Nullpunkt der w-Ebene. 

Eine jede Seite dieses Parallelogramms liegt daher sym- 
metrisch zu der ihr parallelen und sie kann mit ihr außerdem 
durch eine Translation zur Deckung gebracht werden, folglich 
liegt jede Seite zu dem Punkt symmetrisch, der *die Verbin- 
dungslinie ihrer Ecken halbiert. Weil die Seiten nicht ge- 
schlossene Kurven sind, müssen sie durch die Symmetriepunkte 
hindurchgehen. 

Wenn wir von der in Fig. 25 dargestellten Gestalt des 
Querschnittsystems zum kanonischen System übergehen, so 
rückt der Punkt (i in den Verzweigungspunkt e^ . Folglich ist 
u(/i) =— M3 =- (Dj = cöi + CJ3 also Wo = 0. 

Den Eckpunkten des Periodenparallelogramms entsprechen 
also die Werte 

li - ± <Di ± (D3 . 
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Die Symmetrieponkte der Seiten sind in diesem Fall die 
Punkte, die den Werten ± Oj und ± ojj entsprechen, also 
Bilder der Verzweigungspunkte c, und Cj. 

Wir haben bisher nur die Abbildung ins Auge gefaßt, 
die sich ergibt, wenn wir den Weg, über den das Integral u(o) 
zu erstrecken ist, auf das Innere der Fläche T' beschranken. 
Nehmen wir nun an, der Integrationsweg überschreite den 
Querschnitt A X-mal und den Querschnitt B ft-mal. Jede 
Überkreuzung soll wieder als positiv oder als negativ gezählt 
werden, je nachdem sie in der Richtung von der + Seite zur 
— Seite oder in der umgekehrten Richtung erfolgt. 

Einem Punkt der Fläche T, dem vorher der Integral- 
wert u zugeordnet war, ist nunmehr der Integralwert 

zugeordnet. Halten wir die Zahlen X und ^ fest, so ergibt 
sich eine Abbildung der Fläche T auf ein Parallelogramm iT^^, 
das aus dem Parallelogramm 77 durch eine Translation hervor- 
geht; Richtung und Große derselben sind durch den Vektor 
bestimmt, der vom Nullpunkt zum Punkt 2Ace}i -f- 251(03 führt. 

Die Gesamtheit der Parallelogramme 71^^ bedeckt die 
Ebene einfach und lückenlos. Man bezeichnet auch die Paral- 
lelogramme 77;^^ als Periodenparallelogramme; das Parallelo- 
gramm 77, von dem wir ausgegangen sind, wird als fundamen- 
tales Periodenparallelogramm bezeichnet. 

Die Punkte der w- Ebene, die demselben Punkt der Fläche 
T entsprechen, bezeichnet man als homologe Punkte; die zu- 
gehörigen Integralwerte bezeichnet man in Anlehnung an die 
Terminologie der Zahlentheorie als kongruent und drückt die 
Beziehung 

t? — w = 2 A ©1 -f- 2/i Oj 

durch das Zeichen 

aus. 

Ein jedes Periodenparallelogramm enthält von jedem 
System homologer Punkte einen und nur einen Punkt. Dabei 
sind die Punkte der Fläche 7', die sich auf den Rändern 
eines Querschnitts gegenüberliegen, als verschiedene Punkte 
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zu betrachten. Wenn wir das Periodenparallelogramm als Bild 
der nnzerschnittenen Fläche T auffassen, so entsprechen Punkten 
auf den Kurven J., jB je zwei verschiedene Punkte auf der Be- 
grenzung des Parallelogramms. 

Dem Schnittpunkt der Kurven Aj B entsprechen die vier 
Eckpunkte des Parallelogramms. Um eine ausnahmslos ein- 
deutige Beziehung herzustellen ^ wollen wir dahin überein- 
kommen: wenn wir das Periodenparallelogramm als Bild der 
nnzerschnittenen F^che T auffassen, so rechnen wir von jedem 
Paar paralleler Seiten nur die eine, und von den vier Eck* 
pxmkten nur einen zum Parallelogramm. 

Einer Kurve in der «-Ebene, die einen Punkt des funda- 
mentalen Periodenparallelogramms mit dem homologen Punkt 
im Parallelogramm JTj^ verbindet, entspricht in der Fläche T 
eine geschlossene Kurve L, Diese Kurve muß den Quer- 
schnitt A A-mal und den Querschnitt B ^-mal öfter in der 
Richtung von der -f- Seite zur — Seite überschreiten als in 
der umgekehrten Richtung (vgl. § 30). 

Konstruieren wir in der u- Ebene ein von zwei Paaren 
paralleler Kurvenbögen begrenztes Parallelogramm 17', das 
von jedem System homologer Punkte einen und — von den 
Randpunkten abgesehen — auch nur einen enthält. 

Entsprechende Punkte der parallelen Raudkurven sind 
notwendig homologe Punkte. In der Fläche T wird daher 
jedes Paar paralleler Randkurven auf die Ränder einer Kurve 
abgebildet und da die vier Eckpunkte des Parallelogramms 
homologe Punkte sind, so sind die Bildkurven geschlossene 
Kurven, die sich in dem gemeinsamen Bildpunkt der vier Eck- 
punkte schneiden. Sie zerschneiden die dreifach zusammen- 
hängende Fläche T in eine einfach zusammenhängende Fläche T\ 
Auf diese wird das Parallelogramm wechselseitig eindeutig ab- 
gebildet. 

Durch diese Betrachtung wird die im § 39 besprochene 
Abänderung des Querschnittsystems in ein neues Licht gerückt. 

Bei den folgenden Betrachtungen nehmen wir der Einfach- 
heit wegen an, die Fläche T sei durch ein kanonisches Quer- 
schnittsystem begrenzt, so daß das fundamentale Perioden- 
parallelogramm in Beziehung auf den Nullpunkt der tt- Ebene 
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symmetrisch ist Welche Gestalt seine Seiten besitzen, kommt 
nicht in Betracht; bei der graphischen Darstellung werden wir 
sie der Einfachheit wegen als geradlinig annehmen. 

§ 45. SpeileUe FäUe der AbbUdimg. Wir wollen 
die Abbildung der Fläche T' auf die ti- Ebene unter der An- 
nahme weiter verfolgen, daß die Größen g^ und g^ reell sind. 
Dabei müssen wir die beiden Fälle unterscheiden, daß die 
drei Gbrößen e^ reell sind und daß nur eine derselben reell ist, 
während die beiden anderen konjugiert imaginär sind. 

Nehmen wir zunächst an, die drei Großen e^ seien reell 
und zwar sei gemäß der früher getroffenen Bestimmung 

Die Halbperiode co^ ist in diesem Fall reeU und positiv, 
die Halbperiode m^ ist rein imaginär und zwar positiv ima- 
ginär (§ 36 Anfang). 

Das kanonische Querschnittsystem konstruieren wir in der 
Weise, daß wir den Querschnitt A um die gerade Strecke Cj^i und 
den Querschnitt B um die gerade Strecke e^e^ zusammenziehen. 
Reellen Werten der Variabein x entspricht ein reeller Wert 

der Größe 

s ^ 2]/(a;-(?i)(a:-ej)(a;-C8), 

wenn x^e^ oder Cg^ic^^ ist; der Wert von s ist dagegen 
rein imaginär, wenn x <,e^ oder e^ > a; > e^ ist. 

Weil demnach für reelle Werte von x der Differential- 
quotient 

du 1^ 

dx^ s 

entweder reell oder rein imaginär ist, entsprechen den Ab- 
schnitten der Abszissenachse in den beiden Blättern der Fläche 
Ty die durch die Verzweigungspunkte begrenzt werden, in der 
t(- Ebene geradlinige Strecken, die teils zur Abszissenachse, 
teils zur Ordinatenachse parallel sind. Dies gilt insbesondere 
auch für die Bilder der Querschnitte, weil diese ja in der 
Grenzlage in die Abszissenachsen der Fläche T fallen. 

Das fundamentale Periodenparallelogramm 11 ist somit ein 
Bechteck, das zu den Koordinatenachsen symmetrisch liegt. 




^€W 
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Gehen wir zunächst von der in Fig. 26 dargestellten Ge- 
stalt des Querschnittsystems aus, so ist ersichtlich, daß wir 

im untem Blatt der 

Fläche T längs der 
— Seite der Abszissen- 
achse fortschreitend zu 
den drei Punkten e^ 
^g. 26. gelangen können^ ohne 

einen Querschnitt zu 
überschreiten. Daran wird nichts geändert, wenn wir in. der 
oben angegebenen Weise zu dem kanonischen Querschnitt- 
sjstem übergehen. 

Daraus folgt: durchlaufen wir die — Seite der Abszissen- 
achse des unteren Blattes im Sinne der abnehmenden Ab- 
szissen, so erreicht das Integral u der Reihe nach die Werte 
(Dl ©2 = ©1 -f- ©5 ©3 . 
Den Abschnitten 

der — Seite der Abszissenachse des unteren Blattes entsprechen 
also in der u- Ebene die geradlinigen Strecken 

0©^ a^fo^ ^2^8 ^z^' 

Die negative Halbebene des unteren Blattes der Fläche T 
wird demnach auf ein Rechteck abgebildet, das im ersten 
Quadranten der u- Ebene liegt. 

Die Abbildung der übrigen drei Halbebenen der Fläche T 
ergibt sich am einfachsten mittelst des Schwarzsehen Spiege- 
lungsprinzips.*) Dieses Prinzip besagt: 

Entspricht bei einer konformen Abbildung einer gerad- 
linigen Strecke wieder eine geradlinige Strecke, so entsprechen 
Punkten, die zur ersten Strecke symmetrisch liegen, Punkte, 
die zur zweiten Strecke symmetrisch liegen; einer Spiegelung 
an der einen Strecke entspricht also eine Spiegelung an der 
anderen. 

Längs der Abschnitte e^ + <x> der Abszissenachsen hängt 
die positive Halbebene des oberen Blattes mit der negativen 



*) Vgl. F. Th. § 60. 
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Halbebene des unteren zusammen und yice versa. Längs der 
Abschnitte —ooe^ hängen die beiden Halbebenen eines jeden 
Blattes zusammen. Längs der Abschnitte e^^e^ ist die Verbindung 
zwischen den Halbebenen durch die Querschnitte unterbrochen. 

Durch Spiegelung an dem Abschnitte e^oc der Abszissen- 
achsen gelangen wir daher ron der negativen Halbebene des 
unteren Blattes in die positive Halbebene des oberen, und 
durch Spiegelung an dem Abschnitt — (X>e^ der Abszissen- 
achsen gelangen wir von der einen Halbebene eines Blattes in 
die andere Halbebene desselben Blattes. 

Fig. 27 stellt die Zuordnung der vier Halbebenen der 
Fläche T zu den vier Rechtecken dar, aus denen sich das 
Periodenparallelogramm 11 zusammen- ^ 
setzt.*) ' 
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Wir wollen eine Folgerung, die 
sich aus den vorangehenden Er- 
örterungen ei^ibt, besonders hervor- -et/-<*^' ' »o^r*^ 

heben: ^ 

Flg. »7. 

Vorausgesetzt, daß die drei 
Größen e^ reell sind, muß, wenn die beiden Größen x 
und 8 reell sind, entweder die Größe u selbst oder die 
Differenz ü — co, einem reellen Wert kongruent sein. 

Nehmen wir nunmehr an, es sei nur eine der drei 
Größen e^ reell, die beiden anderen seien konjugiert imaginär. 
Wir wählen, wie dies in § 36 geschehen ist, die Bezeichnung so, 
daß e^ reell und der imaginäre Bestandteil von e^ positiv ima- 
ginär ist. Unter dieser Voraussetzung sind, wie wir a. a. 0. 
gezeigt haben, die Halbperioden (d^ und cog konjugiert imaginär 
und zwar ist der reelle Bestandteil von a^ positiv, der ima- 
ginäre negativ imaginär. Legen wir das kanonische Quer- 
schnittsystem zu Grund, so liegen demnach die Eckpunkte 
des fundamentalen Periodenparallelogramms /7 auf den Koordi- 
natenachsen. Wenn wir uns so einrichten, daß die Seiten des- 
selben geradlinig werden (vgl. die Bemerkung am Schluß 
des vorigen Paragraphen), so ist 11 ein Rhombus, dessen 
Diagonalen in die Achsen fallen. 



*) Bezüglich dieser Abbildungsaufgabe vgl. F. Th. § 51. 
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Wenn die Variable x reell ist, so ist die Größe s reell 
oder rein imaginär, je nachdem x'^e^ oder a? < e, ist. 

Folglich werden die sich deckenden Abschnitte + cx)^) 
der Abszissenachsen der Fläche in die Abschnitte ± o, der 
Abszissenachse der u-Ebene abgebildet; die Abschnitte — oo^^ 
der Abszissenachsen der Fläche T werden in die Abschnitte 
± (ci3 — oji) der Ordinatenachse der w-Ebene abgebildet. 

Gehen wir zunächst von der Gestalt des Querschnitt- 
Systems aus, das in der nebenstehenden Figur dargestellt ist, 
so ist ersichtlich, daß man auf der Abszissen- 
achse des unteren Blattes von + oo nach e^ 
fortschreitend keinenQuerschnitt überkreuzt. 
Es entspricht daher diesem Abszissen- 
abschnitt in der m- Ebene das Stück Ocd, 
der Abszissenachse. Wenn man dagegen im 
unteren Blatt der Fläche T längs der 
Abszissenachse von — oo aus fortschreitet, 
so trifft man, bevor man den Punkt e^ er- 
reicht, den — Rand des Querschnitts Ä, 
Daran ändert sich nichts, wenn wir zum 
kanonischen Querschnittsystem übergehen, nur wird der Punkt, 
in dem wir den Querschnitt Ä treffen, in unendliche Nähe des 
Punktes e^ rücken. Der Wert des Integrals u in diesem Punkt 
ist daher 

COj — 2c0i = OJ3 — (Dj . 

Der Abszissenabschnitt — 00 e^ des unteren Blattes der Fläche T 
wird also auf die positive Ordinatenachse der u-Ebene ab- 
gebildet. Folglich wird die negative Halbebene des unteren 

Blattes auf den Teil des Rhombus JT 
abgebildet, der im ersten Quadranten 
der U-Ebene liegt. 
^^ Die nebenstehende Figur zeigt 

die Zuordnung der vier Halbebenen 
der Fläche T zu den Dreiecken, in die 
der Rhombus durch seine Diagonalen 
zerlegt wird. 



Fig. 28. 




Wir heben besonders hervor: 
Wenn von den Größen e. 



eine reell ist, während 
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die beiden anderen konjugiert imaginär sind, so sind 
die einem reellen Wertepaar x, s entsprechenden 
Werte u einem reellen Wert kongruent. 

§ 46. Das irmk^hrproblem. Wir stellen uns nim die 
Aufgabe y die Funktionen des Orts in der Fläche T, zu denen 
uns unsere bisherigen Entwicklungen geführt haben^ als Funk- 
tionen der Variabeln u zu untersuchen. Bei dieser Betrachtungs- 
weise erscheint das Normalintegral erster Gattung nicht mehr 
als Funktion der Variabein x imd s, sondern es sind um- 
gekehrt diese Variabeln als Funktionen von u anzusehen. Man 
bezeichnet deshalb das in Rede stehende Problem als ümkehr- 
problem. 

Um eine feste Grundlage für unsere weiteren Unter- 
suchungen zu gewinnen, müssen wir zunächst beweisen, daß 
die genannten Funktionen analytische Funktionen der kom- 
plexen Variabeln u sind, und wir müssen untersuchen, welche 
Unstetigkeiten sie darbieten können. 

Es sei F eine in der einfach zusammenhängenden Fläche T' 
einwertige Funktion, die nur polare Unstetigkeiten besitzt. Wir 
untersuchen das Verhalten der Funktion in der Umgebung 
eines gewöhnlichen Punktes d der Fläche. Diesem Punkt 
mögen die Werte 

x^ a s =^ a u=*t; 

entsprechen. Die Funktion F ist in der Umgebung des Punktes i 

eine einwertige Funktion der Variabeln x (§ 22). Weil im 

Punkt d die Derivierte 

du _ j_ 

einen endlichen von Null verschiedenen Wert besitzt, so ist 
in der Umgebung dieses Punktes nicht nur u eine einwertige 
und reguläre Funktion der Variabeln x, sondern es kann auch 
umgekehrt x als einwertige und reguläre Funktion der Variabeln 
u betrachtet werden (F. Th. § 30). Daraus folgt: 

Verhält sich F als Funktion der Variabeln x betrachtet 
in der Umgebung des Punktes d regulär, so ist auch F in 
der Umgebung des Punktes t; der u- Ebene, der dem Punkt d 
entspricht, eine reguläre Funktion der Variabeln u. 
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Wenn die Funktion F im Punkt d zur w-ten Ordnung Null 
oder unendlich wird, so wird sie auch als Funktion der Vari- 
abein u im Punkt v zur selben Ordnung Null beziehungsweise 
unendlich. 

In der Umgebung des Verzweigungspunktes e^ ist F eine 
einwertige Funktion der Variabein 

(1) y=l/i-v (§23) 

Auch u ist in der Umgebung dieses Punktes eine einwertige 
Funktion der Variabein y und die Derivierte 

du 
dy 

besitzt einen von Null yerschiedenen endlichen Wert. Folglich 
ist F in der Umgebung des Punktes o^, der dem Punkt e^ 
entspricht, eine einwertige Funktion der Variabein u. 

In der Umgebung des unendlich fernen Punktes ist F 
eine einwertige Funktion der Variabein 

(2) y=l/|' (§23) 

und dasselbe gilt für w; die Derivierte 

du 
Ty 

besitzt einen von Null verschiedenen endlichen Wert. Daher 
ist F auch in der Umgebung des Nullpunktes der u-Ebene, 
der dem unendlich fernen Punkt der Fläche T entspricht, eine 
einwertige Funktion der Variabein u. 

Wir haben einen Verzweigungspunkt als Nullpunkt oder 
als Pol w-ter Ordnung bezeichnet, wenn F als Funktion der 
Variabein y, die durch die Gleichung (1) beziehungsweise (2) 
definiert ist, in diesem Punkt zur w-ten Ordnung Null beziehungs- 
weise unendlich wird. Diese Ordnungszahlen bleiben ungeändert, 
wenn wir an Stelle der Variabein y u als unabhängige Variable 
einführen. 

Damit ist bewiesen: 

Soweit sich JPals Funktion des Orts in der Fläche T 
regulär verhält, ist F auch eine reguläre analytische 
Funktion der Variabein u. 
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Einem Nullpunkt oder Pol n-ter Ordnung in der 
Fläche T entspricht ein Nullpunkt beziehungsweise 
ein Pol derselben Ordnung in der t«-Ebene. 

Wir haben vorausgesetzt, F sei einwertige Punktion 
des Orts in der einfach zusammenhängenden Fläche T\ Folg- 
lich ist F auch für das fundamentale Periodenparallelogramm 11 
als einwertige Funktion der Variabein m definiert. 

um die Funktion F für einen außerhalb dieses Parallelo- 
gramms liegenden Punkt u zu definieren, yerbinden wir diesen 
Punkt mit dem homologen Punkt m^ im Parallelogramm II 
durch einen beliebig zu wählenden Weg A. Es sei 

Wo = w + 2 A (Ol + 2ft ög (A, ^ ganze Zahlen). 

Der Weg A wird, weil er zwei homologe Punkte verbindet, 
in der Fläche T auf einen geschlossenen Weg L abgebildet 
(vgl. den vorigen Paragraphen). Es kommt nun offenbar 
auf dasselbe hinaus, ob wir die Funktion F in der u- Ebene 
vom Punkt u^ aus längs des Weges A bis zum Punkt m fort- 
setzen, oder ob wir die analytische Fortsetzung in der Fläche T 
längs der Bildkurve L vornehmen. Wenn der Endwert, zu 
dem die Fortsetzung längs des Weges L führt, nur von 
den Zahlen X und ft abhängt, im übrigen aber von der Gestalt 
des Weges unabhängig ist, so wird auch der Endwert, zu 
dem die Fortsetzung längs der Kurve A führt, nur vom End- 
punkt dieses Weges abhängen. 

Unter dieser Voraussetzung ist also F eine in 
der ganzen te-Ebene einwertige Funktion. 

Diese Voraussetzung ist sicher erfüllt, wenn F eine ratio- 
nale Funktion der Fläche T ist; es genügen ihr aber auch 
die Funktionen 6{p) und Jff(o) (§ 42), ferner genügt ihr das 
Integral zweiter Gattung. Alle diese Funktionen sind dem- 
nach einwertige Funktionen der Variabein m. 

Das Integral dritter Gattung WiofS) ist in der Fläche T 
nicht einwertig und kann deshalb auch keine einwertige Funk- 
tion der Variabein v, sein. Dagegen ist die Elementarfunktion 

P(o/(y) = c^w^ (§40) 

eine einwertige Funktion von u und daher läßt sich das In- 
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tegral dritter Gattung durch den Logarithmus einer einwertigen 
Funktion der Yariabeln u ausdrücken. Wir werden unten 
darauf zurückkommen. 

§ 47. Blliptlflohe Fnnktionen. Die XPnnktion p{u)n 

Eine rationale Funktion F der Fläche T nimmt als Funktion 
der Yariabeln u betrachtet in homologen Punkten der u- Ebene 
denselben Wert an; sie genügt also der Gleichung 

F(u + 2 Aoi + 2fiG3^) = F(u), 

wo ky (i ganze Zahlen bedeuten. 

Die Funktion F besitzt also die Perioden 2(0^ und 2cDj. 
Man bezeichnet die Funktion F(u) als elliptische Funktion. 
(1) Eine elliptische Funktion ist demnach eine ein* 
wertige, doppelt periodische Funktion der Varia- 
bein u. 

Da F als Funktion des Ortes in der Flache T betrachtet 
nur eine endliche Anzahl von Polen, aber keinen wesentlich 
singulären* Punkt besitzt, so besitzt F als Funktion von u be- 
trachtet im fundamentalen Periodenparallelogramm 77 nur eine 
endliche Anzahl von Polen, aber keinen wesentlich singulären 
Punkt. Als doppelt periodische Funktion wird F{u) in jedem 
der Periodenparallelogramme 77;^^ in den Punkten unstetig, die 
zu ünstetigkeitspunkten im Parallelogramm 77 homolog sind. 
Um das Verhalten der Funktion F(u) in der Umgebung 
des unendlich fernen Punktes zu untersuchen, bilden wir die 
u- Ebene mittelst der Transformation 

1 
te = — 

V 

auf die v- Ebene ab und betrachten F als Funktion der Va- 
riabein i;. 

In jede noch so kleine Umgebung des Nullpunktes der 
t? -Ebene fallen die Bilder von unendlich vielen der Parallelo- 
gramme n^^. Folglich nimmt F in dieser Umgebung jeden 
voi^eschriebenen Wert an. Der Nullpunkt der t;- Ebene und 
dementsprechend der unendlich ferne Punkt der w-Ebene, ist 
demnach ein wesentlich singulärer Punkt der Funktion F(u). 

Eine elliptische Funktion besitzt im Endlichen 
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nur isolierte Pole^ dagegen ist der unendlich ferne 
Punkt eine wesentlich singulare Stelle der Funktion. 
Es ist einleuchtend, daß sich die im § 25 ausgesprochenen 
Sätse über rationale Funktionen der Flache T ohne weiteres 
auf elliptische Funktionen übertragen lassen. 

(2) Eine elliptischeFunktion nimmt in einemPerioden- 
parallelogramm jeden vorgeschriebenen Wert in 
gleichviel Punkten an. Diese Anzahl ist gleich 
der Anzahl der einfachen Pole im Periodenparallelo- 
gramm; man bezeichnet sie als Ordnung der 
Funktion.*) 

(3) Eine elliptische Funktion von niedrigerer als der 
zweiten Ordnung gibt es nicht. 

Kann man von einer elliptischen Funktion beweisen, daß 
ihre Ordnung < 2 ist, so ist diese Funktion eine Konstante. 

Aus diesem Satz folgt: werden zwei elliptische Funktionen 
in denselben Punkten des Periodenparallelogramms zu gleicher 
Ordnung Null und unendlich, so können sie sich nur um eine 
multiplikative Eonstante unterscheiden. Denn ihr Quotient 
wird im Periodenparallelogramm nirgends unstetig. 

Im § 25 ist femer bewiesen worden, daß zwischen den 
If^ullpunkten und den Polen einer rationalen Funktion der 
Fläche T eine algebraische Relation besteht. Die entsprechende 
für die elliptische Funktion F{u) geltende Relation ergibt sich 
AUS dem Ab eischen Theorem (§ 41). 

(4) Zwischen den Nullpunkten u^, w^, ..., w„ und den 
Unstetigkeitspunkten v^, Vg, ..., v^ der Funk- 
tion F(u) besteht die Beziehung 

(tti + u,... + uj - (t?i + V,... + v„) « 2Ag)i + 2fi(Dj 

A und (i bedeuten ganze Zahlen. 

Ersetzt man in dieser Gleichung einen der Werte u^, v^ 



*) Bei der Abzahlung dürfen homologe ßandpnnkte nur als ein 
Punkt gezählt werden, da sie ja demselben Punkt der Fläche T ent- 
sprechen. Die vier Eckpunkte des Feriodenparallelogramms sind als 
ein Punkt zu zählen, weil sie alle dem Yerzweigungspunkt e, ent- 
sprechen (vgl. § 44). 

Durftge-Maarer, elliptlsohe Funktionen« 6. Aufl. H 
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durch einen kongruenten, so ändern sich nur die ganzen 
Zahlen X, ii. 

Die einfachsten rationalen Funktionen der Flache T, oder 
anders ausgedrückt die einfachsten eUiptischen Funktionen 
sind die Grrößen x und s. 

Wir setzen nach Weierstraß Vorgang (vgL § 15) 

(5) a?==i)(w). 
Aus der Gleichung 

du 1 

dx s 

folgt 

(6) s = -/(u). 

Die Funktion p(ti) genügt demnach der DifiPerentialgleichung 
(7) 0'(«*)/ = 4pHu)-'g,p{u)^g^ = 4(j>(u) - e,)(p{u) - e,) (p{u) - e^). 
Aus dieser Differentialgleichung ergibt sich 

P'\u)^6p\u)^y,. 

Durch wiederholte Differentiation überzeugt man sich, 
daß alle Derivierten gerader Ordnung yon p{u) ganze Funk- 
tionen von p{u) sind. Die Deri vierten ungerader Ordnung 
lassen sich als Produkt von p(u) in eine ganze Funktion 
von p(u) darstellen. Die Koeffizienten dieser ganzen Funk- 
tionen sind ganze Funktionen der Größen ^(/^ und g^ mit ganz- 
zahligen Koeffizienten. 

Die Variable x wird nur im unendlich fernen Punkt der 
Fläche T unendlich, folglich wird die Funktion p(u) nur im 
Nullpunkt der w-Ebene und in den homologen Punkten un- 
stetig. Für die Umgebung des unendlich fernen Punktes der 
Fläche T gilt die Reihenentwicklung (§ 32, Nr. 2) 

u^ — 4- — ^g 4. 1 _^8 _ 4_ 

Folglich ist 

lim x{l — u^x) = 0, 

also auch 

(8) liin[K«)-jf.] = 
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Die Funktion p(u) wird demnach im Nullpunkt und in 
den homologen Punkten zur zweiten Ordnung unendlich. 

Punkte der FULche T^ die sicli decken, entsprechen dem- 
selben Wert der Variabein x und entgegengesetzten Werten 
der Variabeln s und u. 

Folglich ist die Funktion p{u) gerade, ihre Derivierte p(u) 
ungerade. 

Die Funktion j>'(ii) verschwindet, wie aus der Gleichung (7) 
hervorgeht, in den Punkten co^, die den Verzweigungspunkten e^ 
entsprechen, und in den homologen Punkten, aber in keinem 
anderen Punkt der u- Ebene. Aus der Differentialgleichung (7) 
ergibt sich mit Rücksicht auf (8) für die Funktion p(u) die 
Reihenentwicklung 

(9) K«)-i + Ä-"*+rf^«*+8^fe»'+-- 

Wir haben im § 22 nachgewiesen, daß sich jede rationale 
Funktion der Flache T als rationale Funktion der Variabeln 
X und s darstellen läßt. Daraus folgt: 

(10) Jede elliptische Funktion läßt sich als rationale 
Funktion der Funktionen jp(w) und J9'(m) darstellen. 

Wir schließen daraus, daß zwischen zwei elliptischen 
Funktionen eine algebraische Gleichung besteht. 

Aus den nachgewiesenen Eigenschaften der Funktion p(u) 
heben wir zwei hervor, durch die die Funktion vollständig 
bestimmt ist. 

1. p(u) ist eine einwertige, doppelt periodische Funktion 
der Variabeln u mit den Perioden 20^, 2q^, 

2. die Funktion p(u) wird im fundamentalen Perioden- 
parallelogramm nur im Nullpunkt unstetig und zwar 
in der durch die Gleichung (8) charakterisierten Weise. 

Gäbe es nämlich eine zweite Funktion f(ti), der dieselben 
Eigenschaften zukämen, so müßte die Differenz 

auf Grund der ersten Eigenschaft ebenfalls eine einwertige, 
doppelt periodische Funktion sein uud wegen der zweiten 
Eigenschaft müßte zufolge des Satzes (3) D konstant sein 

11* 
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Da nun auf Grand der zweiten Eigenschaft für m » D Ter- 
schwindet^ so ist D identisch NulL 

Der Satz, daß eine rationale Funktion der FULche T als 
einwertige, doppelt periodische Funktion der Yariabeln u be- 
trachtet werden kann, ist umkehrbar. Jede einwertige Funk- 
tion /*(«) der Yariabeln u läßt sich nämlich als eine ein- 
deutige Funktion des Ortes in der einfach zusammenhängenden 
Fläche T' auffassen. Wenn die Funktion f(u) die beiden 
Perioden 2ai^, 2(d, besitzt, so ist sie auch in der unzerschnittenen 
Fläche T einwertig; wenn sie als Funktion von u betrachtet, 
im Endlichen nur polare ünstetigkeiten darbietet, so besitzt 
sie auch als Funktion des Ortes in der Fläche T nur Pole. 

Die elliptischen Funktionen können demnach auch 
definiert werden als einwertige, doppelt periodische 
Funktionen, die im Endlichen keinen wesentlich sin- 
gulären Punkt besitzen. 

Um zu beweisen, daß sich die beiden Begriffe vollständig 
decken, muß noch gezeigt werden, daß die Perioden einer 
elliptischen Funktion vorgeschriebene Werte annehmen können. 
Wir werden darauf im nächsten Abschnitt zurückkommen. 

§ 48. Sie Funktionen g(n) nnd Z(u). Wir haben im 
§ 33 das algebraisch normierte Integral zweiter Gfattung durch 
die Gleichung 

(1) ^(')--f-r 

und die Nebenbedingung bestimmt, daß im unendlich fernen 
Punkt 

(2) lim[e(o)-yi] = 

ist. Wir untersuchen nun die Funktion g in ihrer Abhängig- 
keit von der Yariabeln u und bezeichnen sie demgemäß mit ^(u). 
Aus (1) folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen (5) und (1) 
des vorigen Paragraphen 

(3) t(u)^^fp(u)du 
und aus (2) folgt: 

(4) lün[g(«)— ^]-0. 
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Ans der Gleichung (3) ergibt sich mit Rücksicht auf die 
Gleichung (9) des vorigen Paragraphen ftlr die Umgebung des 
Nullpunktes die Reihenentwicklung 

(5) g(«) - ^ - ^^tl «'- 2. '6.-7 -'- iTTÄTT «'•••• 

In dieser Reihe fehlt nicht nur das konstante Glied, 
sondern auch das in u multiplizierte. Wir können deshalb 
an Stelle der Gleichung (4) die weitergehende 

(6) limi,[5(u)-l]-0 

treten lassen. 

Die Gleichung (5) zeigt, daß die Funktion i(u) ungerade 
ist. Es ergibt sich dies auch aus der früher (§ 33) nach- 
gewiesenen Eigenschaft der Funktion ^(o), daß sie in sich 
deckenden Punkten der Fläche T' entgegengesetzt gleiche Werte 
annimmt. 

Beschreibt der Punkt o in der Fläche T eine in sich 
zurücklaufende Eurre L^ die den Querschnitt Ä oder den 
Querschnitt B von der + Seite zur — Seite hin überschreitet, 
so wächst das Integral u{o) um 2(0^ beziehungsweise 2(o^, das 
Integral J;(o) um 2rji beziehungsweise 2rj^ (§37). Der Kurve 
L entspricht in der u- Ebene eine Kurve, die vom Punkt u 
zum Punkt ti + 2co^ beziehungsweise u + 2g)^ führt. Folglich ist 

(7) t(u + 2(0,) - t(u) + 2ri,, g(w + 2cd,) - i(u) + 2%. 

Die Gleichung (4) im Zusammenhalt mit der vorstehenden 
zeigt, daß die Funktion g(u) im Nullpunkt und in den homo- 
logen Punkten zur ersten Ordnung unendlich wird. 

Die Funktion g(ti) ist durch die beiden folgenden Eigen- 
schaften vollständig bestimmt: 

1. die Funktion g(u) ist eine einwertige Funktion der 
Yariabeln u, die den beiden Funktionalgleichungen (7) 
genügt. 

2. die Funktion ^(u) wird im fundamentalen Perioden- 
parallelogramm nur im Nullpunkt unstetig und zwar 
in der durch die Gleichung (6) charakterisierten Weise. 

Aus der ersten Eigenschaft folgt nämlich, daß die Deri- 
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vierte ^(u) eine elliptische Funktion mit den Perioden 2©!, 
2(D^ ist und aus der zweiten Eigenschaft folgt, dafi 

und 

lim[e(«)-l]-0 

ist (vgl. den vorigen Paragraphen). 

Das transzendent normierte Integral zweiter Gattung (§ 37) 

ist am Querschnitt Ä stetig, am Querschnitt B ist 

z(t)-z{ö) — ^■. 

Als Funktion der Yariabeln u betrachtet ist daher das 
transzendent normierte Integral zweiter Gattung 

Z(«)-.5(«)-5l„ 

eine einwertige periodische Funktion mit der Periode 2©^; 
diese Funktion genügt überdies der Gleichung 



Z(U + 2(D8) « Z(u) - 



CD, ' 



Ihre Unstetigkeiten stimmen mit denen der Funktion t^{u) 
überein. 

§ 49. Die Funktionell a{u) und H{u). Wir haben 
im § 42 die Funktion 6{6) durch die Gleichung (4) 

(1) log<J(o) = -Jg^ 
und die Nebenbedingung (5) 

(2) lim •>] - 1 

^ ^ u{ö) 

im unendlich fernen Punkt bestimmt und wir haben nach- 
gewiesen: die Funktion 6{o) ist in der einfach zusammen- 
hängenden Fläche T' einwertig und überall stetig. Sie ver- 
schwindet nur im unendlich fernen Punkt der Fläche. 

Setzen wir die Funktion <f(o) längs eines in sich zurück- 
laufenden Weges fort, der den Querschnitt Ä oder den Quer- 
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flchnitt B von der + Seite zur — Seite hin überschreitet, so 
besteht zwischen dem Anfangs wert 6(p) und dem Endwert <J*(o) 
die Beziehung (§ 43, Nr. 3 und 4) 

(3) (y*(o)--6*^^^''^^^+"'^tf(o). 

Dem Querschnitt Ä entspricht der Index i/»l, dem Quer- 
schnitt B der Index i/ = 3. 

Wir betrachten nun 6 als Funktion der Yariabeln u und 
schreiben demgemäß 6{u) an Stelle von (j(o). Die Funktion ö(u) 
ist einwertig und wird im Endlichen nirgends unstetig. Die 
Funktion 6(^u) ist also eine ganze transzendente 
Funktion der Variabein u. 

Aus den Gleichungen (1), (2) und (3) folgt: 

(4) l0gtf(M)-/g(«)rf«, 

(5) nm'f-l, 

(6) (J(u + 2(ö,) - - (?''^'^"+"^^<y(w) V = 1,3. 
Aus der letzten Gleichung folgt 

(7) <y(u+2X(o,+2fia)3)==(-l)'^^'^"e'^"'*^'""^^"^'"*-''^"''^<y(w). 

Xy fi bedeuten beliebige ganze Zahlen. 

Die Funktion 6{u) verschwindet im Nullpunkt und in den 
zu ihm homologen Punkten, aber in keinem anderen im End- 
lichen liegenden Punkt der u- Ebene. Als ganze transzendente 
Funktion läßt sich 6(u) durch eine Potenzreihe darstellen, die 
für alle endlichen Werte von u konvergiert (F. Th., § 26). Die 
Koeffizienten der Reihe können wir von der Differential- 
gleichung (4) 

«'(«)=. e(M)ff(«) 

ausgehend mittelst der Methode des unbestimmten Koeffizienten 
berechnen. Wir erhalten bei Berücksichtigung der Gleichung (5) 
(vgl. GL (5) des vorigen Paragraphen): 

W ^W =- «* -gi 7"3T5 ~ 2«. 3 .5". 7 " 2« -a« .5.7 " * * 

Diese Reihenentwicklung läßt weder die charakteristischen 
Eigenschaften der Funktion 6(ti) klar hervortreten^ noch ist 
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sie zur numerischen Rechnung geeignet^ aufier wenn der ab- 
solute Betrag yon u sehr klein ist. Im folgenden Abschnitt 
werden wir zu Darstellungen der Funktion 6(u) gelangen^ die 
in beiden Beziehungen nichts zu wünschen übrig lassen. 

Wir haben im § 42 der Funktion 6{o) eine etwas all- 
gemeinere Funktion 6{o/ä) an die Seite gestellt , die ebenfalls 
in der Fläche T' einwertig und überall stetig ist. Diese Funktion, 
verschwindet auch nur in einem Punkt der Flache T, nämlich 
in dem beliebig zu wählenden Punkt 8. In diesem Punkt ist 
(§ 42, Nr. 11) 
(9) ii„.^(£Z?) 1. 

^ ^ u{o) — u(d) 

Die Gleichungen, die das Verhalten der Funktion 6(o/d} 
an den Querschnitten charakterisieren, gehen aus den für 6(p) 
geltenden hervor, wenn man im Exponenten des Periodizitäts- 
faktors u(o) durch u{d) — u{ö) ersetzt (§ 42, Nr. 12). 

Wir setzen 6(d)^^v und beweisen, daß die Funktion 6(p/ö} 
mit der Funktion tf (t* — v) identisch ist. Zu dem Zweck be- 
merken wir zunächst, daß die Funktion 6{u — v) als Funktion 
des Orts in der Fläche T betrachtet dieselben Periodizitäts- 
eigenschaften besitzt wie die Funktion a{o/d). Der Quotient 

bleibt daher an den Querschnitten stetig und ist folglich eine 
elliptische Funktion. Weil er in der Fläche T' nirgends un- 
endlich wird, ist er eine Konstante und diese Eonstante hat 
wegen (5) und (9) den Wert 1. 

Aus der Gleichung (10) des § 42 erhalten wir für die 
Elementarfunktion 

S(o/d) = e"^''''^^-^^^^^"^^^-''^^^^ (§40, Nr. 6) 
den Ausdruck , . , . 

CO) S(,w--<^7i-p. 

Wir fassen die Größen 5, g und w als Funktionen der 

Größen 

u = u{6) und V = u{d) 
auf und erhalten 

■ W{UJV) ^ log 6(u — V) — log 6(u) + log 6{v) + g(v) (u — v) +* 

+ einem Multiplum von 2xi 
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Das algebraisch normierte Integral dritter Gattung laßt 
dich somit durch den Logarithmus der <9- Funktion und die 
g-Funktion ausdrücken. Auch die Funktionen p(u) und i(u) 
lassen sich leicht auf die <^* Funktion zurfickf&hren. Es ist 
nämlich (4) 

(11) 5(«)-^;f^ 

und aus der Gleichung (3) des vorigen Paragraphen folgt 

Es lassen sich somit, wenn man das Normalintegral 
erster Gattung als unabhängige Variable einführt, die 
rationalen Funktionen der Fläche T und ihre Inte- 
grale mittelst einer einzigen Transzendenten 6(u) aus- 
drücken. 

Den für die <^-Funktion gültigen Formeln können wir 
analoge auf die ^-Funktion bezügliche an die S^ite stellen. 

Wir setzen im Einklang mit der Gleichung (14) des § 42 

(13) fl^(tt)-cc-2-^/'tf(ti) 

und erhalten wegen der Gleichungen (1) und (2) des § 43 die 
Gleichungen 

(14) H(u + 2io,)^^Hiu), 

(15) H{u + 2(0,) « - 6"^i^"+*^^JT(ii) 
und hieraus 

(16) H(u + 2X0)1 + 2.ttG)5) = (- l)^^''c-^'^"^'"'^^^(w). 

Die Transzendente H{u) hat Jacob i entdeckt; an ihrer 
Stelle hat Weierstraß die Transzendente 6(u) eingeführt. 

§ 60. PartlalbrnehierflUlnng einer elllptlsolieiL 
Funktion. Wir haben im § 26 eine rationale Funktion der 
Fläche T in Partialbrüche zerfällt. Dieses Verfahren könnten 
wir leicht auf die Partialbruchzer&Uung einer elliptischen 
Funktion übertragen; wir kommen aber noch schneller auf 
dem direkten Wege zum Ziel 
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Nehmen wir an, die elliptische Funktion F{u) werde im 
Pnnkt V unstetig wie die Funktion | 

/n _^-A. -L --^-« -L - ^-'«_. ! 



Der erste Koeffizient c_i ist das Residuum der Funktion F(u) 
f&r den Punkt v, 

• Nun wird die Funktion ^{u — v) im Punkte v unstetig 
wie die Funktion 

-i^ (§48, Nr. 4) 
und ihre ft-te Derivierte 

wird daher unstetig wie die Funktion 
(— ly* . 1 . 2 . 3 . . . ^ 

Folglich wird die Funktion 

(2) 0(u/v) « c_ig(M ~ v) + c^2|?(w - v) - l~lp{u - t;) • . • + 

im Punkt v in derselben Weise wie die Funktion (1) und die 
rationale Funktion F(u) unstetig. 

Die Funktion 0(u/v) ist eine einwertige Funktion der 
Yariabeln u. Sie genügt den Gleichungen 

(3) ®(u + 2(Djt7) « 0{u/v) + c_i . 2ij, V « 1, 2, 8 (§48, Nr. 7) 

Bezeichnen wir mit v^, v^ ^ . .v^ die Unstetigkeitspunkte 
der Funktion F(u) im fundamentalen Periodenparallelogramm. 
Für jeden dieser Punkte bilden wir eine Funktion 

<4) *(«/«,) - c'^.tiu - r,) + cTipiu - rj - ^^p'{ «-«,)... 

fi = 1, 2 . . , n 
Die Differenz 

<5) D(u) - F(u) - ü^iu/v,) - 0(uM *(«/ »J 



I 
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ist eine einwertige Funktion der Yariabeln u, die im fandamen- 
talen Periodenparallelogramm nirgends unstetig wird. Sie ge- 
nügt, wie aus (3) hervorgeht, der Gleichung 

n 

(6) D(w + 2(D,) = DW + 2c!.>, (v--l,3). 

Ihre Derivierte ist eine elliptische Funktion, die im Perioden- 
parallelogramm nirgends unstetig wird, also eine Konstante 
(§ 47, Nr. 3). Folglich ist 

D{u) ^ au + b, 
wo a,b Eonstante bedeuten. Aus (6) folgt nun 

n 

Im Zusammenhalt mit der Legen dreschen Relation (§ 37 
Nr. 3) zeigt diese Gleichung, daß die Summe 



^cl^l-0 



ist. 

Die Summe der Residuen einer elliptischen Funk- 
tion, die zu den im fundamentalen Periodenparallelo- 
gramm liegenden ünstetigkeitspunkten gehören, ver- 
schwindet. 

Wegen a =» ist die Differenz D konstant und aus (5) folgt 

(7) F(u) = *(w/v,) -f. a>(t*/t;,) . . . + a>(uK) + 6. 

Diese Gleichung stellt die verlangte Partialbruchzerfalluug 
der Funktion F(u) dar. Wir wollen einen Spezialfall dieser 
Zerfällung besonders anmerken. Wenn die Funktion F{u) nur 
im Nullpunkt und den zu ihm homologen Punkten unstetig 
wird, so lautet die Partialbruchzerfallung 

(8) F{u) -& + c_,p{u) - *-'2p'(«) • • • + 

+ (-l)"'"' i.2.!^>-i/ "~'^(")- 

Unter Benutzung der PartialbruchzerfiLllung können wir 
nun leicht das Integral einer elliptischen Funktion durch die 
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Funktionen fs{u)y i{u) and p{xi) ausdrücken. Aus den Gleichungen 
(4) und (7) folgt 



/ 



F{u)du » 2 [^-1 l^g ^(^ - ^) - ^-« S(ti - t;,) - 



§ 61. Bestimmnny einer elUptiMhen FnnktioiL 
durch ihre Vnllpiiiikte nnd Unstetigkeitapiiiikte. Die 

elliptische Funktion n-ter Ordnung F{u) verschwinde in den 
Punkten u^jtf^- - -u^ und in den homologen Punkten zur ersten 
Ordnung und sie werde in den Punkten v^^ v^, . .v^ und in 
den homologen Punkten zur ersten Ordnung unendlich. Zufolge 
des Abelschen Theorems (§ 41) besteht die Beziehung 
(Ij (wj + Mj h wj — (t?i + Vj • • • + O -^ 2Aa}i + 2fifl}8, 

we A, ^ ganze Zahlen bedeuten. 

Die Entwicklungen der §§ 41 und 49 ergeben fQr die 
Funktion F{u) die Darstellung 

(2) F{u) - Konst. e(",. +«/.*)-«;« -J^J'^J^'J^-V, 

\ J ^ ^ <T(u — «i) ff(tt — V,) . . . ff (u — v^ ' 

die sich leicht direkt verifizieren läßt. 

Die Punkte Mj, u, . . u^ und die Punkte Vi, v, . . . t?^ brauchen 
nicht alle untereinander verschieden zu sein: es kann sich eine 
beliebige Anzahl derselben zu einem Nullpunkt beziehungsweise 
einem Unstetigkeitspunkt höherer Ordnung vereinigen. 

Wir haben früher bewiesen (§ 47, Nr. 10), daß sich jede 
elliptische Funktion rational durch die Funktionen p(u) und 
p{u) ausdrücken laßt. Diese Darstellung wollen wir nun aus- 
führen. Wir setzen 

(3) u„^t « - K + w, . . . + wj v^+i (t?i + «^f • ■ • + O 

und bestimmen zwei elliptische Funktionen M(u) und N{uy 
durch die beiden folgenden Bedingxmgen: 

die beiden Funktionen M(u) und N{u) werden im Null- 
punkt zur (n + l)-ten Ordnung unendlich; 

die Funktion M{u) verschwindet in den Punkten ti^, t«|. . . 
M^^i zur ersten Ordnung, die Funktion N{u) in den 
Punkten r,, t?, . . . t^^+i- 
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Diese Bestimmungen sind zulässige weil die Nullpunkte 
und ünstetigkeitspunkte der beiden Funktionen den Bedingungen 
des Abelschen Theorems genügen. Die Punkte u„^^ und v^^^ 
sind zufolge (1) homolog. Folglich bleibt der Quotient 

in diesen Punkten stetig. Er bleibt auch im Nullpunkt stetig 
und hat somit dieselben Nullpunkte und Ünstetigkeitspunkte 
wie die Funktion F{u). Er kann sich deshalb von dieser 
Funktion nur um eine multiplikative Eonstante unterscheiden 
(§ 47, Nr. 3). 

Weil die Funktion M{u) nur im Nullpunkt und zwar zur 
n + 1-ten Ordnung unstetig wird, so läßt sie sich in der Form 

jtf(«)-6+c_,p(«)-{:»p'(«)..-+(-i)--^j:^^f-i^p(«->)(«) 

darstellen (Nr. 8 des vorigen Paragraphen). Wir bringen zum 
Ausdruck, daß diese Funktion in den Punkten f^, u^ - • -u^ 
verschwindet; und erhalten: 

\p(u) p(u) ...i)(— i)(ti) I 
ll)(u,)/K)...i>(-^)(u,) 
(4) Jlf(M)-Konst. lp{u^)p\fH) • • • JP^"'^K«*«) 



mK)p(uJ..,p^-'')M 
- Konst. i>,+i(w, Ml, M, . . . t*J. 

Daß die Funktion M(u) auch im Punkt u^^^ verschwindet, 
folgt aus dem Abelschen Theorem. 

Drücken wir die Derivierten höherer Ordnung der Funk- 
tion j7(u) durch p(u) und p\u) aus (vgl. die Bemerkung § 47 
unter (7)), so erhalten wir eine Darstellung der Funktion M{u) 
als ganze rationale Funktion von p(u) und p\u). 

Die Darstellung (4) gilt nur für den Fall, daß die Größen 
%, U| . . . M, untereinander verschieden sind. Wäre etwa U| = Mj, 
so hätte man die Elemente in der dritten Zeile der Deter- 
minante D^^i beziehungsweise durch 

p'(«i) P"(«i)---l><->(«i) 
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zu ersetzen, wie sich durch einen einfachen Grenzübergang 
ergibt. 

Für die gegebene Funktion F{u) erhalten wir nun die 
Darstellung 

F{u) = Konst. ^n.^(u^^^^^'•'^^ . 

Die Modifikation^ die diese Darstellung erfahrt, wenn eine 
Anzahl von Nullpunkten oder von XJnstetigkeitspunkten in den 
Nullpunkt der ti-Ebene rücken, ist leicht zu übersehen. 

Wir gelangen zu einer bemerkenswerten Formel, wenn wir 
die Funktion 2)„^.i(«i, m^, t«2 • • • %) durch ^-Funktionen aus- 
drücken. 

Zu dem Zweck lassen wir in der Gleichung (2) an Stelle 
von n n + 1 treten imd setzen v^ = Vj • • • =* v^ == v^^^ =« 0. 

Der Vergleich von (1) und (3) zeigt, daß die Zahlen l, ft, 
die in (2) vorkommen, gleich Null zu setzen sind. Wir erhalten 

Die Größe C ist von u unabhängig, hängt aber von den 
Größen u^,u^ • • • ^n *^' ^^® Determinante D^^^ (4) ändert 
nur ihr Vorzeichen, wenn wir zwei der Größen w, w^, m^ . . . w^ 
vertauschen, dasselbe muß daher auch für die rechte Seite der 
Gleichung (5) gelten. Wir wollen das zum Ausdruck bringen; 
wir setzen 

(A, |it = 0, 1, 2 . . .n; A<fi; Uq^u) 
und erhalten 

(n=l,2,3...). 
Dj und 9i sind = 1 zu setzen, es ist also 
(8) c, = l. 

Die Punktion 9>„+i unterscheidet sich von der rechten 
Seite der Gleichung (5) nur um einen von u unabhängigen 
Faktor, folglich ist c^^j ebenso wie C von u unabhängig. 



§ 52. Additionstheozeme der Funktionen £{u) und p{u), 17& 

Wenn wir die Größe u mit einer der Größeb u^u^ , . .u^ Ter- 
tauschen, so ändern die Funktionen D^^i nnd q>^^^ nur ihr 
Vorzeichen, folglich ist c^^^ auch von den Größen w^Mj • • • u^ 
unabhängig; c^^^ ist also eine rein numerische Konstante. 
Wegen 

lim M«+y'-i)(u) = (- ly-^nl 

ist (4) 
lim »r'-D,+, («,«!,«», •••«,) =- (-1)— %ID,(tt,«i,«„...«,_i) 

II 

und wegen 

ist (6) 

lim u;;*' 9),+i(tt,«„«s„ . . uj =. <Pn(i*,»i,^ ■ ■ ■ <*,-i) • 

n 

Substituieren wir diese Werte in (7), so folgt 

Ersetzen wir dagegen in (7) n durch n— 1, so folgt 

Folglich ist 

also wegen (8) 

(9) c„+i == (- !)*"('*-'> 1! 2! 3! ... n! 

§ 62. Addltionatheoreme der Fnnktionen S(u) 
nnd jt>(ti). In der Gleichung (7) des vorigen Paragraphen 
setzen wir w = 1, u^^v. 

Es folgt mit Rücksicht auf (4), (6) und (9) 

eine Gleichimg, die sich leicht auf direktem Weg verifizieren läßt. 
Wir differenzieren logarithmisch nach u und erhalten 
(§49, Nr. 11) 

(2) g(« + .) + t(u -V)- 2g(«) = _p(|>^(,) • 
Durch Vertauschung von u und v erhalten wir daraus 

(3) g(« + .) - g(« - .) - 2g(.) = - ^^f>;-(^^ . 
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<4) 



Aus den Gleichungen (2) und (3) folgt 



Den Inhalt dieser Gleichungen bezeichnet man als Ad- 
ditionstheorem der g-Funktion. 

Differenzieren wir die Gleichungen (2) und (3) nach u, 
«o folgt (§ 49, Nr. 11 und 12) 

<5) p^u + v)+piu-v)-2p(u)~^^^^,-^^:^^, 
<6) p(u + v)-p(u-.)--^^^^,. 

Aus (5) folgt^ wenn wir u und v yertauschen 

Wir addieren diese Gleichung zu (5) und bemerken, daß 
<§47, Nr.7).- 

p"i±:z£'M =. 6'Ji-)^\ - 6[p(«) +piv)] 

ist. 

Wir erhalten nach Division durch 2 

Aus dieser Gleichung im Zusammenhalt mit der Glei- 
<2hung (6) folgt das Additionstheorem der |)-Funktion 

Wir erhalten eine bemerkenswerte Spezialisierung der 
Gleichung (7), wenn wir 

t;-cD,(v==l,2,3) 
setzen. 

Es ist 

X, (i bedeuten die beiden Ton v verschiedenen Indizes aus der 
Beihe 1, 2, 3. 



§ 68. Multiplikation der Fonktion .p{u). 
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Wegen 

ergibt sich 

(9) \j>(u + (dJ - 6j|>(tt) - ej - (e,- e,){e,- e^). 

§ 63. MnltlpUkation der Funktion p{u). Aus der 

Identität (7) des § 51 wollen wir eine für den Grenzfall 

gültige Formel ableiten. Der beabsichtigten Anwendungen 
wegen erscheint es zweckmäßig den Index n durch n — 1 zn 
ersetzen. 

Die in Rede stehende Idendität lautet: 

W ( («i)i(»-i)(-«)ll2!3!...(n-l)!9>,ti„u„...t.,.0. 

Wir dividieren beide Seiten dieser Gleichung durch u — u^ 
und lassen dann diese Differenz gegen Null konyergieren; 
beide Seiten der Gleichung, die wir erhalten, dividieren wir 
durch (u — u^y und lassen dann u — u, gegen Null konver- 
gieren usw. Um die Grenzübergänge übersichtlich darstellen 
zu können, führen wir einige abkürzende Bezeichnungen ein. 
Wir setzen 



lp(«) 


P'W 


. !>'(«) 


p"iu) 


•!>"(«) 


p"'(u) 



.p<")(«) 



(2) D(;> = 



.j,(»-»)(m) j)W(m) ...p<«+''-»)(u) 



.1,2,, 



(3) 



A - 



p'(u) 



p"iu) 
p"(u) 



d("-»: 



)(«) 



.j)(")(m) 



p(«-l)(M) y")(M)... /)(»"-»)(«) 



Wie leicht zu sehen ist, ist 
(4) 2>i''--D„ (§51(4)) und Dl"' = A. 



i(») 



Dartge-Haarer, ellipttsohe Funktionen. S. Aofl. 



12 
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Zwischen den Gh-ößen D^"^ und D^^*"*"*^ besteht die Bezie- 
hung 

.gv ii„, _^^ ef.2)<;+^ 

Der Beweis ergibt sich sofort^ wenn man die El^nente 
der v-ten Zeile der Determinante l/^^ nach Potenzen von w^— u 
entwickelt. 

Wir setzen femer 

^(»** + «*. + «.+i.-.«*,-i)77«(«i-i*^)[77«(t*-«*x)]' 

(A,fi — i/,t/+ 1, .. .n— 1; A<iit; x « v,v + 1, . . . n — 1). 
Insbesondere ist 

(7) 9!:^ -9». (§51, (6)) und g>r-^^- 

Aus der Definition der Funktion g>^^^ ergibt sich 

(8) ii„»_?:^^y('+»). 

Aas den Oleichnngen (1), (5) und (8) folgt nun 

2)W = (_ i)J("-i)(«-«)+i''(*-i)x 
^^^X[l!21...(v-l)!]>rl(v+l)!...(n-l)!9)^'^(» = l,2,..n). 

Insbesondere ergibt sich für v = n mit Rücksicht auf (4) 
und (7) 
(10) A„= (-1)'-^[1!2!3! . . . (n-iy.y -"^rf-- 

Die Funktion 



«-(«) 



ist eine elliptische Funktion, denn sie läßt sich als ganze 
Funktion der Deri vierten |?'(w)i>"(^) • • -P^^^^i}^) der Funktion 
p{u) darstellen (3). 

Diese Funktion wird im fundamentalen Periodenparallelo- 
gramm nur im Nullpunkt unstetig und zwar zur Ordnung 
n«— 1. Denn für w = ist 

(11) lim u--^f{u) « lim ^(;-^ . lim [-^^ = n . 
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Die Funktion 6(nu) verschwindet, wenn u einer Gleichung 
der Form 
(12) nM-2Aaji+2/t(D, 

genfigty wo Xy fi ganze Zahlen bedeuten. 

Im Nullpunkt der w-Ebene und in den zu ihm homologen 
Punkten wird die Funktion f{u) unendlich, in den übrigen 
Nullpunkten von ö(nu) verschwindet auch die Funktion f(u) 
und zwar ebenfalls zur ersten Ordnung. 

Wenn die Zahl n ungerade ist, lassen sich die Nullpunkte 
der Funktion f(u)f die dem fundamentalen Periodenparallelo- 
gramm angehören, in \ (n^ -- 1) Paare ordnen 

I 21(0. -{- 2u,(0m 
— n 

(A, ft -= 0, 1, 2, . . . ^(n — 1) ausgenommen A « /t — » 0). 
In diesen Punkten verschwindet auch die Funktion 

(13) V-)(P(«))-/7[i>(«) -pI^^*^)]- 

Diese Funktion wird ebenso wie f{u) im Nullpunkt der 
M-Ebene zur w'— 1-ten Ordnung unendlich und zwar ist 

(14) limw'^-^ff^^^.^.^-l. 

Die Funktionen f{u) und öi („»_i) (p(w)) können sich folglich 
nur um einen konstanten Faktor unterscheiden (vgl. die Bemer- 
kung zu § 47, Nr. 3); wegen (11) und (14) ist dieser Faktor 
= n. Wir erhalten demnach (10) 

fdr ungerade n. 

Wenn die Zahl n gerade ist, so gehören zu den Null- 
punkten der Funktion f{u) (12) auch die Punkte 

(16) ©1 Og = CDi + (Dj «Oj. 

Diese Punkte sind beziehungsweise zu den Punkten — o^ 
— «Og ™ ®8 homolog. 



12 



• 
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Die übrigen n' — 4 Nullpunkte der Funktion lassen sich 
wieder in Paare ordnen: 
(17) +^i_^+Vj?» 

u,/i = 0, 1, 2, . . . -^ , ausgenommen iL — ^t = j • 

In den Punkten (16) yersch windet die Funktion p{u), in 
den Punkten (17) die Funktion 

(18) Gi,.^-.M^))~n[piu)-p(^-^'j^)]. 

Im Nullpunkt der u-Ebene ist 

(19) lim u^p{u) 2, limwi(«'-*)G^(,,_^)=l. 

Aus den oben angeführten Gründen ist daher 

(20) :^j ° - [X, 2, ».. .^.- w - - 1 ^'(^)^i(«'-.cp(«)) • 

für gerade n. 

Weil A^ eine ganze Funktion der Derivierten der Funk- 
tion p(u) mit ganzzahligen Koeffizienten ist; so lassen sich 
die Koeffizienten der beiden ganzen Funktionen 

ß^(n'_i) und G|y>4) 

als ganze Funktionen der Größen ^g^ und g^ mit ganzzahligen 
Koeffizienten darstellen (vgl. die Bemerkung zu § 47, Nr. 7). 
Wir benutzen die vorangehenden Entwicklungen um die 
Funktion p(nu) rational durch die Funktion p(u) auszudrücken. 
Die Funktion 
(21) F{u) « p{u) - p(nu) 

wird unendlich zur zweiten Ordnung in den Punkten, die der 
Gleichung 

u = 2X(Di+ 2fi(o^ 

genügen, wo k,(i ganze Zahlen bedeuten. Das sind die Null- 
punkte der Funktion 6(nu). 

Die Funktion F(u) verschwindet zur ersten Ordnung in 
den Punkten, die der Gleichung 

nu = + u + 2A(Di + 2/UrCÖ3 
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genügen. Hier bedeuten A und ^ ganze Zahlen^ die nur nicht 
beide durch n teilbar sein dürfen. Diese Punkte fallen mit 
den Nullpunkten der beiden Funktionen 

^.(^*H'J^lf) und ?(^*L~.^.^.^ 

zusammen. Die Funktion 

(22) F,(u) - 'l^'+^p'^^VJ^ ^ j- ^«-^' f-' (10) 

besitzt somit dieselben Nullpunkte und ünstetigkeitspunkte 
wie die Funktion F{u) und da sie ebenfalls eine elliptische 
Funktion ist, kann sie sich von F{u) nur um einen kon- 
stanten Faktor unterscheiden. Daß dieser Faktor =» 1 ist, er- 
gibt sich aus den Gleichungen 

lim u^F(u) - lim u'F^ (u) == 1 - -, (21) u. (22). 

tt=0 tt=0 ^ 

Wir erhalten demnach 

Substituieren wir die Werte (15) und (18) so folgt 

n^-t i-(p'(w))'g|(,.n)(,_i)(f>W)g^(«-g)(,+i)(p(tt)) 
[6|(.,_i)(l^(«))]' 
(n ungerade) 



(24)p(u)-p{nu) 






Die hier auftretenden Funktionen A^ und ö^ sind durch 
die Gleichungen (3), (15) und (20) erklärt. 

Die Darstellung von p(nu) als rationale Funktion Yon p{ti), 
die durch die vorstehende Gleichung geleistet wird, bezeichnet 
man als „Multiplikation" der Funktion p{u). Betrachtet man 
nicht p{u) sondern p(nu) als gegeben, so erscheint p(u) als 
Wurzel einer algebraischen Gleichung vom Grade «*— 1 und 
man bezeichnet unter dieser Voraussetzung die Gleichung (24) 
als „Teilungsgleichung'^ Auf die Theorie dieser Gleichungen 
werden wir später ausführlich zurückkommen. 
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§ 54. BlUptlsoh« FnnkttoiMii, deNn n^te Wunol 
•lue •inwarUg« Fnaktloii der ▼arlateln t« ist. Wir 

haben früher gesehen, daß es rationale Funktionen der Flache 
T gibt^ deren n-te Wurzel in der einfach zusammenhängenden 
Fläche T' einwertig ist (§ 41). Diese Funktionen können wir 
nunmehr auch als elliptische Funktionen definieren, deren n-te 
Wurzel eine einwertige Funktion der Yariabeln u ist. Die 
Entwicklungen des vorigen Paragraphen geben uns die Mittel 
an die Hand, derartige Funktionen rational durch p{u) und 
p'{u) auszudrücken. 

In den Gleichungen (2) und (6) des Yorigen Paragraphen 
setzen wir i/ — > n — - t und schreiben v an Stelle Yon u und u 
an Stelle von u,.}. Wir setzen, eine neue abkürzende Be- 
zeichnung einführend 

\p(u)-p{v) p'(u)-p'(v)...p^'-'>iu)-^''-'>{v) 
I P'(v) p"(v) ... p(«-»(t>) 

(l)Dl"-''-(-l)- /'(„) /"(t,) ... ^-)(e,) 



(2) 



l>("-»)(t;) i)(— 1)(») ... j)(»-*)(») i 
-(- l)-[l!2I3!...(n- l)!]»J?;(«/t)). 
Die öleichoBg (6) des Torigen Paragraphen laatet nunmehr 

(»- 1) _ g(w + (n — Dp) <»*"' (c — u) _ 

Aus der Gleichung (9) d^s vorigen Paragraphen folgt so- 
dann mit Bflcksicht darauf, dafi die Funktion tf(u) ungerade ist 

rn^ V(,.l^\ ff (u + (n — !)»)«"-*(«-») 

(3) F,(uiv) 7^»^(^.(-;^ 

Nun setzen wir, unter A, /t ganze Zahlen verstehend, die 
nicht beide durch n teilbar sind 

(4) ^^ 2X0», + 2/i>oj3 

Aus der Gleichung (§ 49, Nr. 7) 
<y(w-f2Aa)i + 2/105) = (--iy'' + ^+^6»(^''i+^'»»)("+^*"i+''"^)<u) 
folgt, wenn wir u durch u--v ersetzen mit Rücksicht auf (4) 
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Sabstituieren wir diesen Wert in (3), so folgt 

(5) F (f»M — (~l)(^•^^)(A* + ^)e(^'?t■^A^'?.)(««-K»-«)>)^ <^(« — ^) T. 
^ ^ "^ ' "^ ^ ^ L<^""\t?)tf(w)J 

Indem wir die n-te Wurzel ausziehen, erhalten wir 

(6) <i>,»-vi^>/«)-*.e- ;A^i)- 

£ bedeutet eine 2fi-te Einheitsworzel, die der Gleichung 
fi"— (— l)(A + i)0' + i) 

genügen muß, im übrigen aber beliebig gewählt werden kann. 

Die Funktion <l>i^(u) ist eine einwertige Funktion 
der Variabeln u, die im Periodenparallelogramm nur 
einen Nullpunkt und nur einen Unstetigkeitspunkt 
besitzt. 

Aus den Periodizitatseigenschaften der tf-Funktion folgt 
die Gleichung 

Aus der Legendreschen Relation folgt mit Rücksicht 
auf (4), daß der Exponent der Exponentialgröße rechts den 
Wert 

— II ' -^ oder den Wert + X • — 

besitzt, je nachdem i/ — 1 oder = 3 ist. Es ist demnach 

*./« + 2«D,) = c'"*" -«.^(h). 

Die Funktionen 0;^^ (u) ändern sich somit um eine n-te 
Einheitswurzel, wenn u um eine Periode wächst, was übrigens 
sehen daraus folgt, daß ihre n-te Potenz doppelt periodisch ist. 

Wegen dieser Periodizitatseigenschaft genügt es, n'— 1- 
verschiedene ron den Funktionen ^Xfii^) ^ Betracht zu ziehen, 
etwa diejenigen, die den Indizeswerten 



(7) 



184 § &5. Die Funktionen a^{u\ E(u) und e(u). 

ky(i = 0, 1, 2, ... n — 1 außgenommen A «= Q /* =« 

enteprecheD. Diese n*— 1 Funktionen lassen sich rational 
durch zwei derselben — etwa die Funktionen <Pio(w) und 0^(u) 
— und die Funktionen p(u) und p'(u) ausdrücken. Aus den 
Gleichungen (7) folgt nämlich^ daß der Quotient 



Q(u)^ 



[*io(t*)r[*oi(t*)]^ 



die Perioden 2(9] und 2(o^ besitzt; dieser Quotient läßt sich 

also rational durch die Funktionen p(u) und p'(u) ausdrücken. 

In dem einfachsten Fall n «» 2 sind die drei Indizespaare 

und dementsprechend die drei Werte (4) 

in Betracht zu ziehen. Die Gleichung (1) liefert in diesem' 
Falle den Ausdruck 

FMv) ^p{u) -p{v) ^p{u)^ «, (v - 1, 2, 3) 

und aus (6) folgt, wenn wir « = — 1 setzen, was zulässig ist 
Wir setzen nach Weierstraß Vorgang 

(9) y^(;i)37, = :^>) 

und erhalten zur Definition der drei Funktionen <^^(u) unter 
Berücksichtigung der Gleichung 

die Doppelgleichungen 

§ B5. Di« Fnnktioiian Oviu), H{u) und S{u). Die 
Funktion (^^(u) ist wie die Funktion 6{u) eine ganze trans- 
zendente Funktion, die nur in einem Punkt der Perioden- 
parallelogramms verschwindet. Sie ist, wie die Schlußgleichung 



§ 56. Die Funktionen 0,(1«), H(u) und G(u). 
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des Yorigen Pan^praphen zeigt, eine gerade Funktion 
Nnllpnnkt der ti-Ebene nimmt sie den Wert 1 an. 

Aus der Gleichung (9) des vorigen Paragraphen ergeben 
sich die Gleichungen 

(1) «,*(«) -V(«)-(^/.-0«» /»,»'- 1,2, 3 

(2) p(t^)--2 '-^"):'.y^- ^ 

Das Vorzeichen auf der rechten Seite der letzten Glei- 
chung ergibt sich aus der Bemerkung, daß 

lim u^p(u) = — 2 

ist. 

Die Periodizitatseigenscbaften der Funktionen 6^(u) er- 
geben sich ohne weiteres aus denen der Funktion <y(ti). Aus 
der Gleichung (10) des vorigen Paragraphen folgt: 

'6^(u + 2cDi) e*'?i(«+">><yi(M) 

<Ji(u + 2(0^) = e^n^iu^^)^^ ^^^ 
0^{u + 203) = (5*'?»(«+"»)<yi(i*) 
6^{u + 2(Di) - e^nAu-¥'^6^{u) 
6^{u + 2(0^) = - c*'?«(«*+"»><yj(w) 
6^(u + 2a)^) = c«*<«+'^)<y,(u) 
6,(u + 2(öi) - g«'7x(«+«i)(y3(w) 
(y3(fi + 2cD,)«6> '/.(«+«.) <,3(u) 

Man kann diese Gleichungen in die beiden folgenden zu- 
sammenfassen: 

6,{u + 2cD;i) =- - e'''(''^'''^6,(u) A,i/- 1,2,3 

Wir haben früher der Funktion 6{u) die Funktion 

(5) H(u) = c^ 2-1 "'(y(ti) (§ 49, Nr. 13) 

an die Seite gestellt. Wir wollen nun Funktionen einführen, 
die zu den Funktionen 6^(u) in analoger Beziehungen stehen, 
wie die Funktion H{u) zur Funktion <f(u). 



(3) 



(4) 
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Aus (5) folgt (s. die Schlußgleichnng des vorigen Par»- 
graphen) 

und hieraus 

(6) <y»-e^-/6 -X -^^ t.-l,2,3. 
Der Quotient 

verschwindet för v=-l; für i/ = 2 und v «- 3 hat er auf 
Grund der Legen dreschen Relation den Wert 

ni 

Wir setzen nun, unter ccyß Eonstante verstehend, über die 
sofort verfügt werden wird, 

(7) H,(u) = H(u + m{) 



(8) 
(9) 



Jti 



»i(u)-a-c2'"i H(u + (D^) 



ni 



ö(u) = /J.C»"i H{U + (Q^. 



Unter Benutzung dieser Bezeichnungen können wir den 
Gleichungen (6) die Form geben 



(10) 



Die Funktionen H^, ^^ und sind ebenso wie die Funk- 
tionen 6^ gerade Funktionen, während H ebenso wie 6 eine 
ungerade Funktion ist. 

A.US den für die Funktion H(u) geltenden Gleichungen 
(§ 49, Nr. 14 und 15) 



*.(«) = 


^i 

-c»«"« 


»•fl.(u) 
Hdo) 


*» («) - 






<»8(») = 


■ti 


»* e(«) 
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(11) fl(t« + 2cDi)--^(ti) jBr(w + 2(D,) €'^^^'"^'^^H{u) 

ergeben sich die Oleichungen (s. (7), (8) und (9)) 

(12) Äi(u + 2ci0--fli(i*) fl,(w + 2cDa)-ß"^^'*^'''^fi;(u) 

(13) ©i(u + 2(Di)«©i(w) ©i(w + 2ai,) = e"'"* ®i(w) 

(14) ©(u + 2oi)"©(w) ©(w + 2(D,)«-e"^^*"'"*^©(tt). 

Die vier Funktionen ^T, H^, S, &^ genügen also Relatio- 
nen der Form 

Über die Konstanten a^ die in den Oleichungen (8) und 
(9) Yorkommen, wollen wir nun so verf&gen, dafi die zwischen 
den yier Funktionen bestehenden Beziehungen eine möglichst 
symmetrische Oestalt annehmen. 

Ersetzen wir in (9) die Variable u durch u + m^, so folgt 
mit Bücksicht auf (8) 

«(fi + a)J = i/Je«"x " J(w + (öj) - i-J öi(w). 

Wir setzen ß =» — ia und erhalten die der Gleichung (7) 
entsprechende Gleichung 

(15) e,(u)^&(u + (o,). 

Sodann ersetzen wir in (9) die Variable u durch u + fo^ 
und erhalten mit Rücksicht auf (11) 

»(u + cöj) «aA^"^'^^fi'(u+2a>,)-iar2"^i^"'""^^Zr(M). 

Setzen wir 

SO erhalten wir die beiden in Beziehung auf die Funktionen 
H und 6 symmetrischen Gleichungen 



(16) 



'^ (8U + 0..) 



©(w) = — tV*"» H{u + ci}^) 

H(u) i A ^'"^"^^ e(u + öij) . 
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Wir stellen die Relationen zwischen den Funktionen 
Hj H^j @f &i übersichtlich zusammen. 



(17) 



(18) 



l 9^(u) - &{u + (0,) « e*^ ^'"^"^^ H{u + CD,) 



0l(u)-(9(t4 + CDj). 

Die entsprechenden Relationen zwischen den Funktionen 
^^1^2 ^8 ^^^^ erheblich weniger übersichtlich. 

Die Funktionen <y(tt) und -ff(w) verschwinden, wenn 

ist. Aus der Definition der Funktionen 6^{u) (SchluBgleichung 
des Torigen Paragraphen) ergeben sich die Nullpunkte dieser 
Funktionen und der Funktionen H^ @ S^. Wir stellen sie in 
einer kleinen Tabelle zusammen 

, Nullpunkte 

6{u) und H{u) u = 

(19) <j^{u) und Hj(m) j w = a>, 

ö^(u) und ©1 (ti) ! M = CO, 

(Jj (w) und G (m) ' t^ = Oj 

§ 66. Blliptisohe Fnnktioiien iwaitor und dritter 
Art. Die Funktionen 6 6^ H und & haben die charakteri- 
stische Eigenschaft gemein, daß sie Relationen der Form 

(1) /•(« + 2c.,) = /'("*"")^*7(«) v = l,ä 
genügen. Dieselbe Figensehaft kommt auch der allgemeineren 
Funktion Zu 

(2) T{u) - 6""'+.^"+>'jfir(a - u;)H(ii - w,) . . . H{u - uj , 

wo aßyu^u^ . . .u^ Konstante bedeuten. 

Auch der Quotient zweier Funktionen der Form T(u) hat 
dieselbe Eigenschaft. Man dehnt die Bezeichnung ^^elliptische 
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Funktionen*' auch auf derartige Funktionen aus : man bezeich- 
net eine einwertige Funktion der Variabeln u, die im Endlichen 
keinen wesentlich singulären Punkt besitzt^ als „elliptische 
Funktion dritter Art^^ wenn sie den Relationen (1) genügt. 

In dem besonderen Fall; daß die Größen a^ und a, ver- 
schwinden ^ die Periodizitatsfaktoren sich also auf Eonstante 
reduzieren, bezeichnet man die Funktion als ^^elliptische Funk- 
tion zweiter Art^. Die doppelt periodischen Funktionen, für 
die auch die Eonstanten b^ und b^ yerschwinden, unterscheidet 
man als „elliptische Funktionen erster Art^', oder auch als 
elliptische Funktionen im engeren Sinn. Wenn im folgenden 
Ton elliptischen Funktionen ohne weiteres die Rede ist, so 
sind immer solche von der ersten Art gemeint. 

Die Eonstanten a^ und a, sind nicht yoneinander unab- 
hängig. 

Ersetzen wir die Variable u in der ersten der Gleichungen 
(1) durch u + 2a^, in der zweiten durch u + 2(0^, so müssen 
wir, weil die Funktion f(u) naph Voraussetzung einwertig ist, 
denselben Wert erhalten. Es muß demnach 

(3) a^ ©3 — ttj cji = n^i 

sein, wo n eine ganze Zahl bedeutet. 

Eine elliptische Funktion dritter Art besitzt in jedem 
Periodenparallelogramm gleichviel Nullpunkte und gleichviel 
ünstetigkeitspunkte, denn sie ändert sich beim Übergang von 
einem Periodenparallelogramm zum andern nur um einen Fak- 
tor, der weder Null noch unendlich wird. 

Eine elliptische Funktion dritter Art, die im Endlichen 
nirgends unstetig wird, bezeichnen wir nach H. Webers Vor- 
gang als 7-Funktion, die Anzahl der Nullpunkte, die sie im 
Periodenparallelogramm besitzt, wird als ihre Ordnung be- 
zeichnet. 

Eine jT-Funktion der Ordnung Null ist eine Exponential- 
funktion der Form 

(4) ^tt»+/*« + y 

wo aßy Eonstante bedeuten. 

Wenn nämlich die Funktion T{u) im Endlichen weder 
Null noch unendlich wird, so ist die Funktion log T(u) im 
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Endlichen überall einwertig und stetig. Die zweite DenFierte 
des Logarithmus ist, wie aus den Bedingungsgleichungen (1) 
hervorgeht) eine doppelt periodische Funktion^ also da sie im 
Periodenparallelogramm nieht unstetig wird, eine Konstante 

Jede T-Funktion «irter Ordnung läßt sich in der Form (2) 
darstellen. 

Bezeichnen wir nampch mit u^u^ , . .u„ die Nullpunkte 
der Funktion im fundamentalen Periodenparallelogramm, so 
ist der Quotient 

T(i^ 

ir(t* — t*i)Ä(tt— u,) . .. ir(tt — tt) 

eine T-Funktion der Ordnung Null, also eine Funktion der 
Form (4). 

In derselben Ari; kann man zeigen, daß sich jede ellip- 
tische Funktion dritter Art als Quotient von zwei T-Funk^ 
tionen darstellen laßt. Haben diese beiden T-Funktionen die- 
selbe Ordnung, so ist der Quotient eine elliptische Funktion 
zweiter Art und umgekehrt läßt sich jede elliptische Funk- 
tion zweiter Art als Quotient zweier T-Funktionen derselben 
Ordnung darstellen. 

Aus der Darstellung (2) der T-Funktionen ergibt sich 
eine Relation zwischen ihren Nullpunkten und den Eonstanten 
aia^h^h^. Mit Rücksicht auf die Gleichungen 

H(u -U;,+ 2cöi) = - H{u ~ u^) 



ni 



folgt aus (2) 

log Tiu + 2a)i) — log T{u) = n%i + 4aoj, (u + ©i) 

4 2ß(o^ + 2m^xi 
log T{u + 2©j) — log T(u) « nni — » — (w + c»») 



Hier bedeuten m^ und m^ nicht näher bestimmte ganze Zahlen. 
Der Vergleich mit (1) gibt nach einer leichten Rechnung 
(5) ai=-4a(öi. 
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(6) a,«-n^* + 4a(D,. 

(7) 6i « (2mi + n)xi + 2ßa}^ . 

n 

(8) 63- (2m^ + n)7ci + ^^^u,+ 2/}(p,. 
Aus (5) und (6) folgt 

(9) ^ ^8 ~~ ^8^ ^ ^*» • 

Die in der Gleichung (3) auftretende ganze Zahl n ist also, 
wenn es sieh um T- Funktionen handelt, gleich der Ordnungs- 
zahl. Im Fall der allgemeinen elliptischen Funktion dritter 
Art ist n die Differenz zwischen der Anzahl der Nullpunkte 
und der Unstetigkeitspunkte im Periodenparallelogramm. Aus 
(7) und (8) folgt 

n 

(10) JiÄo's - ho^i) =- (2«»i + n)«3 - (2w, + n)oi -^Uj, 

Wenn die Nullpunkte der T- Funktion gegeben sind, so 
bleiben die Eonstanten aßyy von denen der Exponentialfaktor 
abhangt, yerfügbar. Wir können sie so wählen, daß 
erstens die Eonstante o^ =» ist, und daB 
zweitens die Quotienten bjni und bjxi reell sind. 
Die erste Bedingung erfordert 

(5). 



Bezüglich der zweiten Bedingung ist zu bemerken: 
Weil der Quotient (oJg)^ nicht reell ist, so kann jede 
komplexe Größe in der Form g^to^^ + i/sO^s dargestellt werden^ 
wo g^ und g^ reelle Größen bedeuten. Man kann demnach 
der Gleichung (10) durch zwei reelle Größen 

(13) 9.--^, <7» = -^ 

genügen, und zwar sind diese Größen eindeutig bestimmt. 

Nachdem die Größen b^ und b^ bestimmt sind, ergibt sich 
der Wert von ß aus einer der beiden Gleichungen (7) oder (8). 



(11) 








a 


«0 


Aus 


(6) folgt 


dann 








(12) 






«» 


= 


— n — 



(14) 
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Die speziellen jT-Funktionen, deren Periodizitatsfaktoren 
den in Rede stehenden Bedingungen genügen^ bezeichnet man 
als „^-Funktionen". 

Für die ^-Funktionen erhalten also die Gleichungen (1) 
die Gestalt ((12) und (13)) 

Die Größen g^g^ bezeichnet man als „Charakteristik" der 
^--Funktion. Die Periodizitätseigenschaften der 'd'-Fimktion 
erfahren keine Änderung, wenn man die Zahlen g^ und g^ um 
gerade ganze Zahlen ändert; man betrachtet deshalb zwei 
Charakteristiken, die sich nur in dieser Weise unterscheiden, 
als nicht wesentlich verschieden. 

Man fügt häufig die Charakteristik dem Funktionszeichen 
als Index an und schreibt d'^ ^ (u) statt d'{u). 

Die Funktionen jff, H^, (9, ö^, mit denen wir uns im 
vorigen Paragraphen beschäftigt haben, sind «^-Funktionen erster 
Ordnung. Wir stellen ihre Charakteristiken übersichtlich zu- 
sammen (vgl. die Gl. (11) bis (14) des vorigen Paragraphen). 

(15) T. 

9z 



110 

10 10 

Der Quotient zweier d- Funktionen von gleicher Ordnung 
und Charakteristik ist eine doppelt periodische Funktion. Wir 
ziehen daraus den Schluß: 

Haben zwei 'd'-Funktionen von gleicher Ordnung 
und Charakteristik alle Nullpunkte bis auf einen ge- 
mein, so haben sie auch den letzten gemein und unter- 
scheiden sich nur um eine multiplikative Konstante. 
Denn andernfalls wäre ihr Quotient eine dopjifeltperiodische 
Funktion erster Ordnung und eine solche gibt es nicht. 

Aus dem eben bewiesenen Satze folgt weiter: 

Zwischen n -f- 1 'Ö'-Funktionen der Ordnung w, 
^\u), -^W(m) . . . '9<«)(w), '0<r+^)(w), die dieselbe Charakte- 
ristik besitzen, besteht eine lineare Relation 

CidW(tt) + c^%^\u) ... -I- c^^~)(ti) + c^+i^"-*''^«*) - 
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mit konstanten Koeffizienten q, c^ . . . c,, c^+i, die nicht 
£iämtlicli yerschwinden. 
Znm Beweis setzen wir 

und bestimmen die Verhältnisse der Konstanten c^y (^ - • c^ 
derart, daß die Funktionen /"(m) und '»•(''+ ^)(u) n — 1 Null- 
punkte gemein haben. 

Es kann der Fall eintreten^ daß die Funktion f(u) identisch 
yerschwindet; alsdann besteht schon zwischen den Funktionen 
^(^>(tt), ^^\u) . . . #<")(t«) eine Relation der verlangten Art. Ist 
das nicht der Fall^ so ist der Quotient 

~-fI-^i\ — = einer Konstanten — c^.^. 

Multipliziert man eine -Ö'-Funktion von der Ord- 
nung n und der Charakteristik g^g^ mit einer «d'-Funk- 
tion von der Ordnung n und der Charakteristik g\gs\ 
so ist das Produkt wieder eine -Ö'-Funktion. Ihre Ord- 
nung ist n + n\ ihre Charakteristik g^ + g\y g^ + g\. 

Der Beweis ergibt sich ohne weiteres aus der Gleichung (14). 

Wir sind übereingekommen, zwei Charakteristiken g^g^ 
und g\g\ als nicht wesentlich verschieden zu betrachten, 
wenn die Differenzen g^ — g\y g^ — g^' gerade ganze Zahlen 
sind. Dieser Übereinkunft zufolge besitzt das Produkt von 
zwei d"- Funktionen, die beide eine der vier Charakteristiken 

(1,1) (1,0) (0,1) (0,0) 

besitzen, ebenfalls eine dieser Charakteristiken. Wir können 
daher aus den vier Funktionen ä, jET^, 0, ^^ -ö"- Funktionen 
von beliebig hoher Ordnung zusammensetzen, denen eine der 
vier genannten Charakteristiken zukommt. 

Es ist nicht schwer zu beweisen, daß man auf diese Weise 
alle 'd'-Funktionen mit dieser Charakteristik darstellen kann. 
Wir gehen darauf nicht ein, sondern beschränken uns darauf, 
die Tragweite der im vorausgehenden bewiesenen Sätze durch 
einige Beispiele zu erläutern. 

Die Quadrate der Funktionen Hj H^, ®, &^ sind von der 
zweiten Ordnung und sie besitzen die Charakteristik (0,0). Es 

Dur6ge>Maurer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. 13 
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muß deshalb zwischen je drei von diesen Quadraten eine lineare 
Relation stattfinden. 

Wir können demnach die Gleichung 

ansetzen, wo c^c^ Konstante bedeuten. ., 

Für M — Terschwindet H(u), für u =• a^ Terschwindet 
■Hi(«) (§ 55, Nr. 19). Wir erhalten deshalb 

«•(0) _ e'(<».) »'(0) ... „ -. 

<=«=:^(ö) <^ = Ä>r) &r(o) (§5o,Nr.n). 

Substituieren wir diese Werte, so folgt 

(16) e\{0)H'{u) + ©»(O)fiJ(tt) - H*iO) e*(u) . 
Ersetzen wir in dieser Gleichung u durch u -f- a>t, so folgt 

(§ 55, Nr. 17 und 18) 

(17) HliO) IP{u) + ®»(0) ö*(«) - ^(0) ««(«) . 

Bilden wir, unter v einen verfögbaren Parameter yerstehend^ 
das Produkt 

f(u) = H{u + v) @{u - v) . 

Aus den Gleichungen (11) und (14) des vorigen Paragraphen 
ergeben sich die Gleichungen 

/•(« + 2».) - - /•(«) /•(« + 2(0.) = e-''i^''-"^^f(u) . 

Die Funktion f(u) ist somit eine ^-Funktion zweiter Ord- 
nung mit der Charakteristik (1,0). Dieselbe Ordnung und 
Charakteristik besitzen die Funktionen 

H(u)eiu) und Hi{u)Si(u). 
Es besteht daher eine Relation 
S(u + ») ®(m - ») = Ci H{u) ©(«) + CjÄ,(m) @i(m) . 
Wir setzen m = und erhalten 

"^ 5,(0) ©;(o)' 

Für M = Oj ergibt sich 

"-» ir(fl,.)e(«D.) ■ ■•ä.(0)©,(0)" 

Wir erhalten 

(18) H^ (O) ®i (0)lf (m + v) & (u - «) = 

= H{u)e{u)H^{v)e^(v) + Ä,(M)Öi(u)fi('t))Ö(f;). 
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Bilden wir das Produkt 

Die Funktioii f(u) genügt den Gleichungen (§ 55, Nr. 14) 

/•(« + 2«,,) - /•(«) /■(« + 2«,,) - e-^S'-^-VW ; 
f(u) ißt daher eine -ö*- Funktion zweiter Ordnung mit der 
Charakteristik (0,0). Dieselbe Charakteristik besitzen die beiden 
Funktionen 0^(u) und H^{u). Wir können deshalb die Gleichung 
ansetzen 

e(u + v)&{u - v) - Cj &^{u) + Cj H\u) . 

Wir setzen einmal u » und dann u ^ (o^ und erhalten 

®(cDi + V) ©((Ol — V) = Ci ö*(Oi) + C, fi^(Oi) . 

Der letzten Gleichung können wir auch die Form geben 

^(t;)-.q^(0)+c,S?(0). 
Substituieren wir den Wert Yon c^, so erhalten wir 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf (17) 

. ä'M, 

^ "■ e»(o) 

Substituieren wir die Werte von c^ und c^, so folgt: 
(19) ö«(0) ©(tt + t;) Ö(w - v) « ©*(tO 6^{v) - H\u) H\v) - 
Aus (18) und (19) folgt sodann 

^^^^ G (u +v)^~H^ (0) e, (0) ■ 9*\u) 9\v) -H\u)H* (v) 

Wir werden später sehen, daß diese Gleichung das Additions- 
theorem der Jaco bischen Funktion snu ausspricht. 
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Fünfter Abschnitt. 
Darstellans der elliptischen Funktionen. 

§ 57. Darstellung der Funktion p'iu). Wir haben 
im vorigen Abschnitt die Existenz der elliptischen Funktionen 
nachgewiesen und ihre charakteristischen Eigenschaften fest- 
gestellt. Es erübrigt diese Funktionen analytisch dai-zustellen. 

Aus Zweckmäßigkeitsgründen beginnen wir mit der Dar- 
stellung der Funktion p'(u). 

Die Funktion p\u) wird im Nullpunkt und in den zu 
ihm homologen Punkten 

zur dritten Ordnung unendlich und zwar ist im Punkt w^ „ 



i-[p'(«H(._l,-J = o. 



Es ist leicht, analytische Ausdrücke herzustellen, die die- 
selben Unstetigkeiten darbieten. Der einfachste Ausdruck dieser 
Art ist die Reihe 

k — — 00 ,M= — OD 

Wir beweisen zunächst, daß diese Reihe unbedingt und 
gleichmäßig konvergiert, sofern der Punkt u mit keinem der 
Punkte Wj^^ zusammenfällt.*) 

Von der Reihe (1) trennen wir das Anfangsglied 

ab, so daß im folgenden die Kombination der Summations- 

*) Bezüglich der Begriffe der unbedingten und gleichmäßigen 
Konvergenz vgl. F. Th. § 24. 
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indizes X^ 0, n ^ auszuschließen ist. Wir ziehen nur 
solche Werte der Variabein u in Betracht^ die der Bedingung 
genügen 

für alle ganzen Zahlen X, fi mit Ausnahme von A = 0, /i = 0. 
Da die positive Größe q beliebig gewählt werden darf, 
besagt diese Annahme nicht mehr, als daß der Punkt u mit 
keinem der Punkte tc\^ zusammenfallen darf. 

Weil der Quotient t = * keinen reellen Wert hat, so 
liegen die Werte der sämtlichen Quotienten 

unter einer angebbaren positiven Größe q. Folglich ist für 
alle in Betracht kommenden Werte der Yariabeln u und der 
Indizes A, fi 



P'» 



i/i/ 






Wir brauchen daher nur noch die Konvergenz der Reihe 

zu beweisen. Die Summe ist zu erstrecken über alle Kom- 
binationen von ganzen Zahlen A, \k mit Ausnahme der Kom- 
bination A = 0, ft = 0. An diese Annahme soll der Akzent 
am Summenzeichen erinnern. 

Die vier Glieder, die den Indizes 

± A, und 0, ± A 
entsprechen, haben denselben Wert und ebenso die vier Glieder, 
die den Indizes 

entsprechen. Daher ist 
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Nun ist 

1 ^ r dx 



Folglich ist "* ' 



also 



S<4 



^(i.+9' 



Die Reihe (1) konvergiert demnach, wenn die Bedingung (2) 
erfüllt ist, unbedingt und gleichmaßig, was zu beweisen war. 

Diese Reihe stellt daher eine einwertige Punktion F(u) 
der Yariabeln u dar. Diese Funktion besitzt die beiden Perioden 
2(0^ und 2 003, denn eine Vermehrung der Yariabeln u um eine 
dieser Perioden ist mit einer Umstellung der Glieder der 
Reihe (1) gleichbedeutend. 

Die Funktion F{u) ist ungerade, denn ändern wir gleich- 
zeitig das Vorzeichen von u und die Vorzeichen der Summa- 
tionsindizes — das letztere bewirkt nur eine Umstellung der 
Glieder der Reihe — so ändert auch die Reihensumme ihr 
Vorzeichen. 

Die Differenz p\u) — F{u) ist demnach eine ungerade, 
doppeltperiodische Funktion. Sie wird im fundamentalen 
Periodenparallelogramm nirgends unstetig, ist also eine Eon- 
stante, und zwar als ungerade Funktion » . 

Damit haben wir für die Funktion p\u) die Darstellung 
gewonnen 

(3) p'(«)=--22ör=V-?' ^,ft=o, ±1, ±2, .•... 

§ 68. Darstellnng der Funktionen p(u)f S(u) 
nnd a(u). Weil die Reihe (2) des vorigen Paragraphen 
gleichmäßig konvergiert, darf sie gliedweise integriert werden. 
Es ist somit 



A,ft=-0, ± 1, ±2, ..., mit Ausnahme der Kombination A=0,fi=0. 



2 dt* 
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Für w « ist 

Polglich erhalten wir 

Die beiden in der Klammer stehenden Terme bilden zu- 
sammen ein Beihenglied und dürfen daher nicht auseinander 
gerissen werden. 

Auch die vorstehende Reihe konvergiert unbedingt und 
darf deshalb gliedweise integriert werden. Mit Rücksicht auf 
-die Definition der Funktion ^(u) (§ 48) erhalten wir 



-^[i.(.)-.'.]^«-S(«)-:— 2''/[<.-:'.„,.-4]''»- 

Es folgt 

Durch abermalige gliedweise Integration erhalten wir 
mit Rücksicht auf die Definition der Funktion (s(u) (§ 49) 

? * 

Es folgt 

Bezüglich der Definition der Logarithmen, die in der vor- 
stehenden Oleichung auftreten, ist zu bemerken: die in der 
Gleichung (3) vorkommenden Integrale sind selbstverständlich 
ulle über denselben Weg zu erstrecken. Der Integrationsweg 
darf durch keinen der Punkte Wj,^ gehen, im übrigen kann er 
beliebig gewählt werden. Einem bestimmten Integrationsweg 
entsprechen eindeutig bestimmte Werte der Logarithmen. 

Aus (4) folgt: 

(5) (f(«) = «JJ'(l-,;*)e'^^''»"^.'> 

(i, jit = 0, ± 1, ± 2, • ■ • ausgenommen A =* 0, fi « 0). 
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Die Gleichungen (1) und (2) setzen die Unstetigkeiten der 
Funktionen ^(m) und J;(t^) in Evidenz , die Gleichung (5) die 
Nullpunkte der Funktion 6{u). 

Die Funktion p(u) ist in den Größen m, «i, co, homogen 
vom Grade —2, die Funktion g(w) ist homogen vom Grade — 1^ 
die Funktion 6{u) ist homogen vom Grade + 1- 

Führen wir an Stelle der Perioden 2(0^^ 2013 ein anderes 
Paar primitiver Perioden 

(6) 2a>; « a . 2g}i + /3 . 2(08, 2(d'^^ y 2(o^ + S ^ 2(d^ 
ein. a, ß, y, d bedeuten ganze Zahlen^ die der Bedingung 

aa-/Jy = 1 
genügen (vgl. § 39). An Stelle der Größe 

w;;i^= 2Aoi + 2/1(03 
tritt nun die Größe 

w\^^2{ka + (iy)(o, + 2(kß + (id)a>^. 

Wenn die Indizes ky [i alle ganzen Zahlen mit Ausnahme 
der Kombination X «= 0, /t = durchlaufen, so gilt dasselbe 
für die Indizes 

ka + iiy und kß + ftd. 

Daraus folgt: die Funktionen jp(w), J;(m) und 6(u) 
ändern sich nicht, wenn man die Perioden 2(o^, 2a)^ 
durch ein anderes Paar primitiver Perioden ersetzt; 
diese Funktionen sind also der Substitution (6) gegen- 
über invariant. 

Aus der Gleichung (1) ergibt sich ein Ausdruck der In- 
varianten g^ und g^ durch die Perioden 2©! und 2m^, Ent- 
wickebi wir die Glieder der Reihe (1) nach steigenden Potenzen 
von Uy so erhalten wir 

Der Vergleich mit der Reihenentwicklung (§ 47, Nr. 9) 
zeigt, daß 
ist. 
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Aus dem Eonvergenzbeweis^ den wir im vorigen Para- 
graphen geführt haben, geht hervor, daß die beiden vor- 
stehenden Reihen konvergieren, wenn der Quotient -' keinen 
reellen Wert besitzt. Daraus folgt: die Größen g^ und g^ 
können so gewählt werden, daß die beiden Perioden 2(o^, 2g)^ 
vorgeschriebene Werte annehmen, mit der einzigen Ein- 
schränkung, daß der Periodenquotient keine reelle Zahl ist. 
Derselben Bedingung imterliegen die Perioden einer einwertigen 
doppelt periodischen Funktion.*) 

Daraus folgt, daß sich die Begriffe „elliptische Funktion^' 
und „einwertige doppelt periodische Funktion ohne wesentlich 
singulären Punkt im Endlichen" vollständig decken (vgl. § 47 
Schluß). 

Man kann daher, um die Theorie der elliptischen Funk- 
tionen zu entwickeln, auch von dem Begriff der einwertigen 
doppelt periodischen Funktion ausgehen. Die Darstellung der 
Theorie, zu der man auf diesem Weg gelangt, gestaltet sich 
äußerst einfach und durchsichtig.**) Der Weg, der in diesem 
Buch eingesehlagen ist, ist erheblich weiter. Er bietet dafür 
einen Vorteil, der namentlich für ein Lehrbuch ins Gewicht 
fällt: die Methoden, die wir benutzt haben, sind in weitem 
Maße der Verallgemeinerung fähig; sie lassen sich mutatia 
mutandis auch dann anwenden, wenn an Stelle der quadratischen 
Grundgleichung zwischen der unabhängigen Variabein x und 
der Irrationalität s, von der wir ausgegangen sind, eine be- 
liebige algebraische Gleichung zwischen x und s tritt. 

§ 69. Darstellung der Fnnktloiien p(u) und g(ti) 
dnrch einfach unendliche Seihen. Aus den zweifach un- 
endlichen Reihen des vorigen Paragraphen lassen sich leicht 
einfach unendliche Reihen ableiten. 

Zu dem Zweck fassen wir alle die Glieder der Summe (1) 
des vorigen Paragraphen, die demselben Index (i entsprechen^ 
in eine Teilsumme zusammen. Unter Benutzung der ab- 
kürzenden Bezeichnungen 

•) Vgl. F. Th. § 39. 

•*) Der sechste Abschnitt der F. Th. gibt einen kurzen Abriß dieser 
Theorie. 
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(1) 9>oW =- il +^ [(u-22a,,)« + (i4 + 2icüj« ~ ^'iXX"»]' 

+ 1 ^ l 1 

könneu wir die in Rede stehende Gleichung in der Form 
schreiben 

(3) P(u) - 9>o(«) + J'[9'm(«) + 9'-m(«)] • 

Wir machen nun von der bekannten Partialbruchzerfallung 
der Eotangente 

ctg a? - - -t-^^^^z:!.!,« •- ¥ "^ ^ Li^z^ ■*■ ^~i»J 

Gebrauch*). Durch Differentiation dieser Gleichung ergibt sich 

("*) sin«"« "" X» "^ ^ L(^^l^ "^ (.r + i«)*J * 

Wegen 

xsO V8in*a; x*/ 3 

folgt aus der vorstehenden Gleichung für a' = 

6 j^ X« 

Wir setzen nun in (4) 

nu 
^ ^ 2^1 

und substituieren in (1). Es folgt 

(6) 9'o(«) = 4!?-rr««-i2t'- 

^ sin*- — ' ' 

20)^ 

Sodann setzen wir in (4) 



•) Vgl. F. Th. § 34. 



§ 59. 
und substituieren inv( 

Die Reihe 


Einfach xmendliche Reihen. 

2). Wir erhalten 

^ 1 in 


Bin' —{u — 2 ^cöj) sin* fi — ' 
L 38«i fl)j J 



20ä 



(8) 



9-' 

^^^ am« f« • 



;m Bin' IL 



konvergiert Zum Beweis setzen wir^ Reelles und Imaginäres 
trennend 

--» =- a + ßi. 

Die Gh-öße ß ist Ton Null verschieden und positiv. Aus 
der Gleichung 



Binfi- 



ß-fi(fi-ai) _, ^fi{ß-ai) 



(öl 

ergibt sich, daß der absolute Betrag der links stehenden Größe 
bei wachsendem ft gegen e~^ konvergiert und hieraus folgt die 
Konvergenz der Reihe (8). In derselben Weise ist die Kon- 
vergenz der Reihe 

V ^ 

^ Bin'^'^C« — 2f*a),) 

ZU beweisen. 

Wir substituieren die Werte (6) und (7) in (3) und fassen 
die von u unabhängigen Glieder zusammen. Wir erhalten 



1 Bin"- — JSi \ Bin'- — («- 
2(01 \ 2a)i 



-2/»(ö,) Bin»g--(M + 2ft. 



''V. 



— a 



3r« '^ 1 ^ 



(10) 



Die Konstante a hat den Wert 

» r-i . ^ 1 



a = 



2(0i* 






1 Bin' |Li ■ 
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§ 59. Emfach unendliche Reihen. 



Durch Integration der Oleichnng (9) ergibt sich bei Be- 
rücksichtigung der Bedingung 

(ll)g(«) = ^^[ctg|^+^(ctg£^(«-2^a,.) + ctg^^(« + 2^a.)) + a«. 

Das allgemeine Glied der rechts stehenden Reihe formen 

wir um. Wir bemerken zunächst, daß 

« . «u 
2 8m — 

(12) ctg 2^ {u-2iiiü,) + ctg£- (ti + 2^0,3) ^"-^ 

* * coB2it — - — cos 

ist und wir setzen sodann zur Abkürzung 

n M, i 

(18) q = e"'^. 

Da der imaginäre Teil des Periodenquotienten — positiv 

imaginär ist, so ist der absolute Betrag der Ghröße q kleiner 
als 1. Man bezeichnet diese Größe als ^^acobische Konstante^. 
Aus (13) folgt 

cos2^^j;» = -^(g«/' + 2-n 
Daher ist die rechte Seite der Gleichung (12) 

Aq ^ Bin — 



1-23^'" cos — + «*'* 
Wir substituieren diesen Ausdruck in (11) und erhalten 

4^^ sin — 



(14) g(«)- 



2(01 



ctg:r+>^ 



*»' ,4^1-22*" cos »^« + 3*" 
Aus der vorstehenden Gleichung folgt 

£(w + 2a0-g(w)-2aa)i. 



+ au. 



Es ist daher 



(15) 



a^^- 



§ 60. Einfach unendliche Produkte. 20r> 

Um die Halbperiode rj^ des Integrals zweiter Gattung 
darch die Größe q auszudrücken, setzen wir in der Gleichung (10) 

si„.''-'..[c;-q'=._(i-_f)!. (13) 

Wir substituieren in (15) und erbalten 

(16) '?i=2'L-.L"J ~2'(iiV)* ' 

/ii = 1 ^ 

Aus dieser Gleichung ei^ibt sich auf Grund der Legendre- 
schen Relation 

ein Ausdruck für die zweite Halbperiode 1^3. 

§ 60. BlnflMli nnendliolie Produkte. Aus der 

Gleichung (14) des vorigen Paragraphen folgt mit Rücksicht 
auf die Bedingung 

u = M 

logff(«)-log8inf;'^-log2^+2'log (TT^r +i'** 

und hieraus 

(1) tf(«)=-,'c '"•««..ij iT-T^r ' "• 

An Stelle der hier auftretenden trigonometrischen Funk- 
tionen können wir auch Exponentialfunktionen einführen. 
Wir setzen 

Ttiu 

(2) • e"*^»« 

und erhalten 

(3) .(«) = «;./-"*'-f'/7(^-rj*'''')(ir:«*''«:^ 



/!= 1 



ii^q^n' 



Aus den yorstehenden Darstellungen der Funktion 6(u) 
ergeben sich unmittelbar Darstellungen der Funktion H{u). 
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Es ist (§ 49, Nr. 13) 

iolglich 

(4) J(«) - C sin 3*;_ JY(1 - 22»" cos ^ + «*'<) 

Hier bedeutet C eine Konstante^ über die wir im folgenden 
Paragraphen verfügen werden. 

Ersetzt man die Große u durch die Größe u + m^j 
80 tritt an Stelle der Größe e (2) die Gh-öße ig. Aus der 
Gleichung (17) des § 55 

^,(U)-J?(ti + C0,), 

folgt daher 

(5) fl,(u)«Ccos^^2][^(l+23«^cos^ + 3*^) 

Ersetzen wir in der Gleichung (4) u durch u + ©3, so 
tritt an Stelle der Größe (2) die Größe 



ni{u + o>j) 

e 
an Stelle der Größe 



*■■"• =Vqz 



^—^. — die Größe ^^— ;^-- 

Aus der Gleichung (17) des § 55 

m 
®(m) ic*"" " '°'H(M + ra,)-=-t3^«fl"(« + c),) 



folgt daher 
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(6) ©(«) = C.ig-l/jf(l-2?*''-'c<'8^ + 2«''-») 

und hieraus folgt (§ 55, Nr. 17) 

(7) ©, («) = ©(« + «0 = e*"''*"""^^S(« + oj) 

-C-H-ifKi + ^q'M-i cos ^" + 2»"-*) ■ 

Die Potenz q''i, die in den Gleichungen (6) und (7) vor- 
kommt^ ist durch die Gleichung 

eindeutig bestimmt. 

Aus den Gleichungen (5), (6) und (7) in Verbindung mit 
den Gleichungen (10) des § 55 ergibt sich eine Darstellung 
der drei Funktionen 6^{u) durch einfach unendliche Produkte^ 
auf die wir unten zurückkommen werden. 

§ 61. Darstellung der ®-Fimktlonen durch ein- 
fiftch nnendliche Seihen. Um zunächst die Funktion 0^ (u) 
in eine Reihe zu entwickeln, betrachten wir das endliche Produkt 

(1) Fin) = (1 + qz») (1 + 3 V) . . . (1 + g»«- V) 

(1 + s^«)(l + 3»«-») . . . (1 + 2»«-»;»-«). 

Die Funktion F{e) genügt der Funktionalgleichuug 

Fjqt) l + g^'+ ^g' 1 + q-^r* 

oder 

(2) (g«» + qi^) F{qz) = (1 + 2*"+ V) F{is) . 
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Föhren wir auf der rechten Seite der Gleichung (1) die 
Multiplikation aus, so ergibt sich ein Aggregat der Form 

Der letzte Koeffizient hat den Wert 

<4) Ä^^q^\ 

Aus (2) und (3) folgt 

+ » n + l 

/< = -n /u = -(n-l) 

und hieraus ergibt sich die Rekursionsformel 

(^ = 1,2, -..,n). 
Mit Rücksicht auf (4) erhalten wir 

_(i-«*-)(i-g*-'') ,„_„ 

^ __(i-g*")(i-g^"-')- --(i-<?'" -^'"^^),... 

(1 - 3») (1 -?)... (1-3«-^.") * 

. (l-9*")(l -g^"-') ..-( l-g"'^') 
^•~ (l_/)(l_5*)...(l_5»«) • . 

Gehen wir zur Grenze für unendlich wachsende n über, 

430 wird 

,. . 1 £ 
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Der Vergleich der Gleichung (1) mit der Gleichung (7)- 
des vorigen Paragraphen zeigt, daß 

91= OO 

ist. Wir setzen nun nach dem Vorgang Jacob is die zur 
Verftigung stehende Eonstante 

(5) C^2q^Q^2q^f/{l^q^-^') 

/. = ! 

und erhalten für S^{u) die Reihenentwicklung 

(6) ©,(«)- SrV.« 

/< = — OO 

«- 1 + 2g COS h 2ö^ cos 1- 2q^ cos [ 

Mit Bücksicht auf die Gleichungen (14) und (15) des 
§ 55 ist femer 

(7) ©(U) = 0,(tl+CD,) 

"^(-1)^«''V'" 

= 1 — 2g cos h 2g* cos 2g*' cos 

Aus der Gleichung (18) des § 55 folgt 

(8) H, (u) - e^^^'"'""^^e,(u + CD3) ^ q^zS.iu + (0,) 

«Vgl 2 /^V^ + l 

jU = — 00 

=■ 2«*coB2 - + 23U0S 2^^ + 2q< cos 2„^ + •••• 

Endlich folgt aus der Gleichung (17) des § 55 

(9) H{u)^-H,(u + a>,) 

--i>(-lrgV ^ /^2.'' + ^ 



i" = 



= 2gt sm „ — 2gT sm h 2q^ sm .; 

DurAge-Maurer, elliptUche Funktionen. 5. Ana. 14 
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Weil der absolute Betrag \ q\ <^l ist, so konvergieren 
die Reihen (6) bis (9) für jeden endlichen von Null ver- 
schiedenen Wert der Größe z oder was dasselbe sagen will, 
für jeden endlichen Wert der Variabein u. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, daß die Periode 
2©! reell, die Periode 2(Dj rein imaginär ist. Weil der Quotient 
r = (oJ(Oi positiv imaginär ist, müssen die beiden Größen o^ 
und G)^/i dasselbe Vorzeichen besitzen. Die Jacobische 
Konstante 

ist in diesem Fall reell, positiv und < 1. Folglich sind auch 
die Koeffizienten unserer Reihen reell. Reellen Werten der 
Variabein u entsprechen daher reelle Werte der Funktionen 
jff(w), H^{u), ®{^)j ®i(w). Rein imaginären Werten der Varia- 
bein u entsprechen rein imaginäre Werte der Funktion H{u} 
und reelle Werte der drei übrigen Funktionen. Wenn 

'<1 

CO, — 

ist, so ist 

In diesem Fall konvergieren die Reihen sehr schnell. 

Die vier Funktionen H, H^, 0, S^ hängen nur von den 
Quotienten 

'7CU 1 CO. 

- — == X und -^ =. r 

also nur von zwei Argumenten ab. Eine einfache Rechnung 
zeigt, daß die vier Funktionen derselben partiellen Differential- 
gleichung 

ex* Tt dt 

genügen. 

§ 62. Darstellung der Funktionen a(u) und (T^{u). 

Aus den Darstellungen der Funktionen H, H^, 0, &^ durch 
einfach unendliche Produkte und Reihen ergeben sich auf 
Grund der Formeln des § 55 Darstellungen der Funktionen 
iS und 0^. Es erübrigt nur, die in den genannten Formeln 
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aufkretenden Konstanten H'{0), H^{0), 0(0), ©^(O) zu be- 
rechnen. Wir benutzen zu diesem Zweck die unendlichen 
Produkte des § 60. Zur Abkürzung gebrauchen wir neben 
der im vorigen Paragraphen eingeführten Bezeichnung 



(1) 




Q 


-77(1 -«?»") 


noch die 


folgenden 




fi-i 


(2) 




Qx- 


= 77(1 + 3*") 

^ = 1 


(3) 




Q. 




(4) 




Q,- 


-nii-a'"-'). 



Zwischen den Größen Q, Q^, Q^, Q^ besteht eine einfache 
Beziehung. Um sie abzuleiten, bemerken wir, daß QQ^ das 
Produkt aus den sämtlichen Faktoren 

l-g, 1-q', 1-3», 1-3*. •• 

ist. Denn Q enthält alle die Faktoren, in denen der Exponent 
von q eine ungerade Zahl ist und Q^ alle die Faktoren, in 
denen er gerade ist. 
Es ist also 

/l=l 
und auf dieselbe Art ist zu zeigen, daß 

ist. Folglich ist 

und hieraus folgt, weil Q nicht verschwinden kann, 

(5) (2iÖ.<?» = l- 

In den Gleichungen (5), (6) und (7) des § 60 setzen wir 
nun w = und substituieren den Wert 

C^2q^Q (§61, Nr. 5). 
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Wir erhalteD 

(6) H,(S,) = H{m,) = 2i^QQ,* 

(7) e{0) = -iq^n{iD,)^QQ* 

(8) B,{0)~q^H{m,)-.QQ,\ 
Aus der Gleichung (4) des § 60 folgt 

(9) ff'(0)-Ja^<2'. 

Wir Bubstituieren diesen Wert in die Gleichung (5) 
des § 55 

und erhalten 

CIO) .(«) = 5.«-^"'^^(«). 

Aus den Gleichungen (10) des § 55 folgt mit Rücksicht 
auf die Gleichungen (6), (7) und (8) 

(11) «T,(«) = e*"^"'f (•^) . 

(12) «T,(«) = .*"^"'|^t 

(13) ^,(H) = e'"'"'|-^'.. 



§ 63. Bestimmung der OröBen ye^ — e^ nnA 

Ve^ — « . In der Gleichung (10) des vorigen Paragraphen 

setzen wir der Reihe nach u ^ o^, o^, o,. Bezüglich der auf- 
tretenden Exponentialgrößen ist zu bemerken: auf Grund der 
Legendreschen Relation ist 



§ 63. Bestimmiing der Größen Ve^^ — e^ ^^^ V^^a"~"V ^^^ 

Folglich ist 

e'"»^ = a+e*'-^ und e""' -V^s^e^""*'. 
Ans der Herleitung dieser Formeln ergibt sich, daß 

ni nto,i 

ist; die beiden Größen sind also eindentig bestimmt. 

Nun erhalten wir mit Rücksicht auf die Gleichungen (6) 
bis (8) des yorigen Paragraphen 

Setzen wir auch in den Gleichungen (§ 54^ Nr. 9 und 10) 

u der Reihe nach » coi; co^, (o^, so folgt mit Rücksicht auf 
die Gleichungen 

(öj - ©1 + ©g Vi'-Vi + Vs 

^ ^ r 1 ^ ö(jöj tf(«>i)tf{a),) 

(5) >^"^x«J^^ = -e-%(^) = -»V^-^ 

(7) >V-^='''M^ = c''•'^-/4^^--iV^^^ 
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Durch diese Gleichungen ist die Bedeutung der Wurzeln 
Vex — e^ eindeutig festgelegt. 

Substituieren wir in die Gleichung (4) die Werte (1), (2) 
und (3) der Größen 6(0^), so folgt 

Ye, — e, = ei(«»/.«i+«7.«a-«/x«i-'7t'«i) — - i/J - ^ ' - • 
Nun ist 

2%a>i + ^s^os - ^ic>i - ^»ß>2 •= - (»^iWs — '»?s»i) =- — '2 
und 

<2i <?,<?,= ! 
(Nr. 5 des vorigen Paragraphen). 
Es folgt 

(10) V^-^^^-C^^Q's' 

Dementsprechend folgt aus den Gleichungen (6) und (8) 

(11) Ve7-^= '-^Vq Q'Q'^ 



2n 



(12) ye^-e, = ^Q'Q^,. 
Aus den drei vorstehenden Gleichungen folgt die Identität 

(13) <?»,- 163^1+^,. 
Es folgt femer 

(14) V^-e.'V^QQ',. 

(15) l^-^s-Väf-a?^«^,. 

(16) y^-^^y^QQ^^. 

Das Vorzeichen der Wurzel 

T/T 
r 2o)i 

kann beliebig gewählt werden. Um nichts unbestimmt zu 
lassen, wollen wir festsetzen, es werde so gewählt, daß der 
Arkus der Wurzel 



<Y «'id >-^ 



ist. Wenn die Größe o^ reell und positiv, die Größe cd, 
positiv imaginär ist, so ist demnach die Wurzel positiv. Die 
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Oröße q ist in diesem Fall reell und positiv und die Größen Q Q^ 
Q2 Qs sind ebenfalls reeU und positiv (vgl. 1 bis 4 des vorigen 
Paragraphen), folglich ist auch den vierten Wurzeln; die in 
den vorstehenden Gleichungen vorkommen, ihr positiver Wert 
beizulegen. 

Aus den Gleichungen (14) bis (16) ei^bt sich für die 
24-te Wurzel aus der Diskriminante 

der Ausdruck 

(17) y^ = l/j3^^«- 

Femer können wir die vierten Wurzeln aus dem Modul 
und dem komplementären Modul 

(18) y,.y^_.y2,i&. 

(19) ry-fiz-i-f, 

als eindeutige Funktion des Periodenquotienten definieren. 

Endlich folgt aus den Gleichungen (6) bis (8) des vorigen 
Paragraphen und den Gleichungen (14) bis (16) 

(20) 5.(0) - 23* QQ», - ]/';• Ve, -e, 

(21) ©.(0) = <?(?*, = ]/^ Ve, -r^. 

(22) e>(0) - e^, =]/^'- Ve^-e,. 

Aus der Gleichung (9) des vorigen Paragraphen folgt mit 
Rücksicht auf (17) _ 

(23) ir{0)^^^q^(y^y^VG 
und hieraus wegen § 62, Nr. 5 

(24) H\0)=^^l^H,(P)e(0)e,iO). 

§ 64. Transformation der Perioden. Die Funktion 
^{u) ändert sich nicht, wenn wir an Stelle der Perioden 2(ö, , 
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§ 64. TraDBformation der Perioden. 



2g73 mittelst einer ganzzahligen Substitution Ton der Deter- 
minante 1 ein äquivalentes Periodenpaar 2a)\y 2g}\ einftLhren 
(§ 39). ' Man bezeichnet diese Operation als y,lineare Perioden- 
transformation". Den Funktionen tfy(w) (y = 1, 2, 3) kommt 
diese Eigenschaft der Invarianz nicht zu; wir wollen nun 
untersuchen, wie sich diese Funktionen einer linearen Perioden- 
transformation gegenüber verhalten. Es sei 



(1) G)\ — «Ol + /JOj oj'j « ycDi + 
aßyd bedeuten ganze Zahlen^ die der Bedingung 

(2) ttS-ßy^l 
genügen. 

Wegen der doppelten Periodizität der Funktion p(u) er- 
geben sich aus den Gleichungen 

i>K)=-^i P{^i)-e^ i>(ß>8)--^ 
drei Gleichungen 



(3) 



P{^\)-^i P{^\)-% P{^\)-^. 



wo A ft 1/ eine Permutation der Zahlen 12 3 bedeuten. Ihre 
Werte hängen von den Resten ab, die die Zahlen aßyd bei 
der Division durch 2 ergeben. Wir stellen sie in einer kleinen 
Tabelle zusammen. 



(4) 





B«8te modnlo 2 


Werte der Indizes 




tt ß y S 


i. (l V 


I 


10 1 


12 3 


n 


10 11 


1 3 2 


m 


110 


3 2 1 


IV 


Olli 


3 1 2 



V 
VI 



110 1 

1 1 1 







2 13 
2 3 1 
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Nun ist 









tf(w,«j,a)8) 



— - ^(t*1©l,<Ö8) 



Das Vorzeichen der Wurzeln ist durch die Gleichungen 

lim w|/i)(w)-e^ = 1 (>t = 1, 2, 3) 

u = 

bestimmt. Daraus folgt 

6^ (tt, ö 1, ©'3) = <y^(w, Cöi, (ög) 

^3(1*, (p'i, co'a) « (J^U, ©1, ©5). 

Die Funktionen ^^ö^ö^ werden also infolge der 
Periodentransformation (1) in derselben Weise per- 
mutiert wie die Größen e^^e^e^^. 

Insbesondere ergibt sich: 

Wenn die Substitutionskoeffizienten a und ö un- 
gerade^ die Substitutionskoeffizienten ß und y gerade 
sind (4^ T), so bleiben die drei Funktionen ^i^f^if^ nn- 
geändert. 

Um auch das Verhalten der vier Funktionen HyH^,0,0^ 
gegenüber der Periodentransformation festzustellen benutzen 
wir die Gleichungen (5) und (10) des § 55. 



(6) 



H{u)^ff(0)e 2-^"'tf(tt) H,{u) == H,(0)e ^'^""^^iu) 



©(w) -0(0)6 ^'^ 6^(u) ©i(w) 



«i(0)6 «"i 



(y,(w). 



Das Verhalten der Funktionen tfy(w) bei einer Perioden- 
transformation ist im vorhergehenden festgestellt^ und das 
Verhalten des Exponentialfaktors ist leicht zu übersehen; es 
bleibt daher nur zu untersuchen, wie sich die von der Varia- 
bein u unabhängigen Faktoren verhalten. 
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Aus der Gleichung (23) des vorigen Paragraphen folgt, 
daß die 8-te Potenz der Größe 






bei einer Periodentransformation ungeändert bleibt, und aus 
(20) bis (22) daß die 8-ten Potenzen der drei Größen 

y^^^xco) Yl-m Kl^^w 

in leicht zu übersehender Weise untereinander permutiert 
werden. 

Die Bestimmung der noch zu ermittelnden 8-ten Ein- 
heitswurzeln wollen wir nur för die beiden Substitutionen 

(7) (o\ = Ol (o\ = Oj + »j 
und 

(8) oj'i == (Ö3 (o\ « — oji 

aus denen sich alle anderen zusammensetzen lassen, durch- 
führen -(vgl. § 39). 

Im Fall der Substitution (7) werden die beiden Größen 
€j und ^8 miteinander vertauscht (4, II). Wir machen deshalb 
den Ansatz (vgl. (6)) 

H\0, (q\, oj's) = E H'(0, (D^, (03) 
5i(0, ©',, oj's) = 61 j3;(0, Ol, oj) 
^i(0,üj\,(ö',)==e,®(0,cö„aj3) 
&(0, (ö'i, 03) = «a ®i(0, cDi, (Ö3) 

^7 *i7 ^%} h bedeuten 8-te Einheits wurzeln. 
Aus der Relation (§ 63, 24) 

(10) H\0)^-^^H,{0)®(p)e,(p) 
folgt 

(11) s=^e,s^6^. 

Aus Stetigkeitsbetrachtungen ergibt sich, daß die vier in 
Bede stehenden Einheitswurzeln sich nicht ändern, wenn sich 
die Perioden 2(D|, 203 stetig ändern, vorausgesetzt daß der 
imaginäre Teil der Periodenquotienten — positiv imaginär 
bleibt. 



(9) 
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Nehmen wir an, die Größen Oi und -? seien reell und 
positiv. Unter dieser Voraussetzung sind die Größen 

q mm e ^ und 5 = ß**"' 
reell und positiv. Die Größe 



ist reell und negativ, das Produkt 



ist reell und positiv. 

Aus den Gleichungen (20) bis (22) des vorigen Para- 
graphen folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen (1) bis (4) 
des § 62, daß die Größen 

^i(0/oi,G>s) ^(0/01,0)3) ®i(0/a>i, (D,) 

und die Größen 

®(0/a>'.,a..') 0,(O/(»\,O 

reell und positiv sind; das Produkt 

e-TfiiCO/a,,',«.,-) 
ist ebenfalls reeU und positiv. Folglich ist 

«2=1 S^=^\ «1=0* 

und wegen (11) auch 

iti 

Wir erhalten demnach die Gleichungen 

H{ul(o^, ©1 + ©j) = yiH{u/a)^, co,) 
H^(u/g}^, ©i + cDj) ^ yiH^(u/(Oiy CO,) 

öi(w/cöi, coi + CD3) == ®(w/a)i, (Dj) . 

Im Fall der Substitution (8) werden die Größen c^ und 
€3 vertauscht. (4, III.) 



(12) 



(13) 
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Es ist demnach 

S-CO/o)/, O = £ y^ H'Oi/io^ 0,,) 

Si(OK, 0,,') = £,")/< ©(0/«,„ 0,.) 

®i(0/a),', e),-) - *,]/^^ ©,(0/0,,, «,) 

©(0/0,/, O = «,|/|: 5^(0/c„ <D,). 

Nehmen wir wieder, um die Einheitswurzeln zu bestimmen, 
an, die Gh-ößen o^ und (oji seien reell und positiv; unter 
dieser Voraussetzung sind die Größen 

^ s» ^ »x tind j' == e »i' =3 6 "* 
beide reell und positiv und dasselbe gilt fQr die Größen 

q^ und g'*". 

Folglich sind die in Rede stehenden Nullwerte der Funk- 
tionen J7], By 9j sämtlich reell und positiv (vgL die Bemer- 
kung am Schluß des vorigen Paragraphen), daher sind die 
Produkte 



positiv, folglich ist 



'.ii-'^-i (-i.2.ä) 






wo die rechts stehende Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. 
Der reelle Teil der Größe 



i — 

<0i 



ist für alle zulässigen Werte der Perioden positiv. Folglich 
ist für alle in Betracht kommenden Werte der Größen (o^, 0)3 



(14) 






ZU setzen. Die Quadratwurzel ist so zu wählen, daß ihr reeller 
Teil positiv ist. 
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Auf Grund der Gleichung (10) ergibt sich 

(15) .yi—.y-^. 

Infolge der Transformation (8) tritt an Stelle der Ex- 
ponentialfunktion 



die Funktion 

Infolge der Legendreschen Relation ist 
Jli 5s_ ^ _J'J_ . 

2o>i 2 (»3 ^o>i<o^ 

Aus den Gleichungen (6) ergibt sich nun mit Rücksicht 
auf (13), (14) und (15) 

H(u/a>„ - (Dl) = - / ]/- i ^; ^^' H{u/o^, oj,) , 



(16) 



niu* 



©1 («S, - (dO = y - »• ^' e*"^'». ®i (M/a>i, 0),) . 



Unter 






ist der Wert der Wurzel zu verstehen, dessen reeller Teil 
positiv ist. 

§ 65. Die verschiedenen Bezeichnnngswelaen der 
i9-Fnnktionen. Die Funktionen H und & hat Jacobi in 
seinen ,,Fundamenta nova theoriae funktionum ellipticarum'^ 
eingeführt (Werke, Bd. 1), wie schon oben gelegentlich bemerkt 
worden ist. Als unabhängige Variable tritt aber nicht das 
WeierstraBsche Normalintegral erster Gattung ti, sondern das 
Legen dresche Normalintegral 
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anf (vgl. §111 Dementsprechend treten an Stelle der Perioden 
2aji, 2cij die Perioden 

2K = y v-^ • 2öi und 2iJE:' = Ye'- ^ • Zo« . 

Weil die Funktionen H und © in den Größen w, coi, cd, 
homogen vom Orade Null sind (§ 61), so zieht diese Änderung 
der Yariabeln keine wesentliche Änderung der im voraus- 
gehenden entwickelten Formeln nach sich. Man hat in den 
Formeln des § 61 einfach die Quotienten 



durch 



— und 



_ und --^ 



ZU ersetzen. Nur die Werte der Derivierten erfahren eine 
Änderung: an Stelle der Derivierten 

ist nunmehr die Den vierte =« _ - 

du dv ye^ — 63 du 

einzufahren. 

Während die Halbperioden o^ und cd, unabhängig variabel 
sind, besteht zwischen den Halbperioden K und iK' eine Re- 
lation. Aus der Gleichung (21) des § 63 folgt: 

Auf Grund dieser Gleichung können wir die Gleichung (24) 
des § 63 umformen. Diese Gleichung lautet, wenn wir v als 
unabhängige Variable einfahren: 

lim^^ = /^fi,(0)@(0)ei(0). 

Eliminieren wir K, so folgt 

Auch die Formeln (16) des vorigen Paragraphen lassen 
sich bei Benutzung der Jacob i sehen Bezeichnung in bemerkens- 
werter Weise umformen. 
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Wir ersetzen auf der rechten Seite die Orößen u, (o^, o, 
beziehungsweise durch iv, K, iK'\ auf der linken Seite be- 
ziehungsweise durch Vy — iK, K\ Dies ist zulässig, weil die 
in Betracht kommenden Funktionen in den Größen u^ co^, co, 
homogen vom Grade Null sind. Die rechts voranstehenden 
Faktoren bringen wir auf die andere Seite. Wir erhalten 

H{ivjK, iK') = i']/^ e*^^' H{vlK\ iE), 



(3) 



H,(iv/K, iK)^ Y^-.e^^' 0(v/K\ iK), 

e {iv/K, iK') == y^ ^^^' H^ (v/K\ iK) , 

®^{ivlKy iK') « "j/Ji e^^^"' ®^{vlK\ iK) . 
Das Vorzeichen der Wurzel 

y? 

ist so zu wählen, daß ihr reeller Teil positiv ist. 

In den Vorlesungen über elliptische Funktionen, die den 
Schluß des ersten Bandes seiner gesammelten Werke bilden, 
behandelt Jacobi die in Rede stehenden Funktionen als Funk- 
tionen der beiden Variabein 

nm,i nK' 

und benutzt die Bezeichnungen 
d'{x) =1 — 2q cos 2x + 2q^ cos Ax — 2q^ cos 6x , . . 
^^(ir)= 2t^3 sina; - 2 Vö^ sin 3a; + 2 V?^sin5a; . . . 
^jj(x)«^i(a; + ~) = 2t/gco8a; + 2Vg^"cos3a;+2V5*^cos5:r... 

^s{x)^ d'(x + y) ^ 1 H- 2g COS 2a; + 2g* COS 4a; + 2^^ COS 6a;... 
Es ist also (§ 61) 
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Weierstraß schreibt -ö-of^j an Stelle von -©"(ii;) und -©•^(—j 
an SteUe von d'^{x), (y « 1, 2, 3). Er wählt also 

u 

als unabhängige Variable. Außerdem bezeichnet Weierstraß 
die Jacobische Eonstante 

mit /t. 

Halphen folgt in seinem Traite des fonctions eUiptiques 
der Weierstraß sehen Bezeichnungsweise. 

Vielfach nimmt man die Charakteristik in die Bezeichnung 
auf, schreibt also 

statt 

^s(^) H^) ^2^ ^li^^' 

Dieser Bezeichnungsweise bedient sich H. Weber in seinen 
elliptischen Funktionen. 

§ 66, Die Jacobischen Fnnktionen snt?, ont;, dnt% 

Durch die Funktionen JT(v), S^{v), ö(t;), Si(v) lassen sich 
die Ja CO bischen Funktionen sn (v), cn (v), dn (y) (vgl. § 13) 
sehr leicht ausdrücken. Wir setzen nach Jacobis Vorgang 

Die multiplikativen Eonstanten in den vorstehenden 
Gleichungen sind so gewählt, daß 

cnO=l dnO = l und snif-l 
ist. Die Funktionen cn v und dn v sind gerade, sn v ist un- 
gerade. 

Der Zusammenhang der Jacobischen Funktionen mit der 
Weierstraßschen ^-Funktion ergibt sich aus den Entwick- 
lungen der §§ 54 und 55. Aus der Gleichung (9) des § 54 
und den Gleichungen (10) des § 55 folgt 

(2) cnt;=^ = Ä^ Anr = 'j-P-^yM£l*. 
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^li Aus der Gleichung (5) des § 55 in Verbindung mit der 

Oleichung (10) desselben Paragraphen folgt 

sn t? « Konst. — ^^-^ = - _^^ • 

^^^i Um die Konstante zu bestimmen^ setzen wir 

Wegen sn Z"« 1, p{g)i) = c^ erhalten wir 



°^ (3) snt;--"*l'^^=^. 

0? Damit sind wir auf einem ganz anderen Weg wieder zu 

den Formeln des § 13 gelangt. 

An Stelle der von Weierstraß gebrauchten Funktion 

5(«) = '-^|?^ 
tritt bei Jacob! die Funktion 

auf. Aus der zweiten der Gleichungen (17) des § 55 folgt 

d log B{u) ^* I ^ ^og ^(^ + <p ») 

du ~ 2(0i ' du 

und aus der Gleichung (5) desselben Paragraphen folgt 

dlogH(u + a)a) Tji / , N , ^ log 0(ü + fi>8) , 

du '^ toj '^ ' *^ ' du 

Wir erhalten daher mit Rücksicht auf die Legend resche 
Relation 

d\og0{v) 1 d log ö(u) ^ 1 rd logg(u-f (Pg) _ iji 






- ^ U - 1^3 



dl? Vcj — c, du y«i — «8 L ^w ^'''i. 

und hieraus folgt 
(4) z(i;)-^^-[g(« + C3)-J«-%]. 

Durch diese Gleichung wird die Jaco bische Funktion Z(v) 
auf die Weierstraßsche Funktion ^(u) zurfickgefQfart. 

Differenzieren wir die Gleichung (4) nach v, so folgt 
(§ 49, Nr. 11) 

Durdge-Maurer, elliptische Funktionen. 5. Aufl. 15 
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Nun ist (§ 52, Nr. 9) 

folglich 

wofür wir auch schreiben können 

(5) Ä»sn«t? = Z'(0)-Z'(t;). 

Weil die Funktion ®(v) gerade ist, ist ©'(0) « 0, 
folglich 

^ ^^) - 0(0) 

Aus (5) folgt daher 

(6) »■>...-«._ f«.. 

Anstatt die Jaco bischen Funktionen auf die Funktionen 

yp(u) — e^ zurückzuführen, kann man ihre Theorie auch in- 
dependent entwickeln, indem man sich auf die Eigenschafken 
der Funktionen H^ H^, ö, &^ stützt. Diese letzteren kann man 
entweder durch die Reihen A,e% § 61 definieren, oder man kann 
von den charakteristischen Eigenschaften der allgemeinen 
«d*- Funktion ausgehend durch Spezialisierung zu ihnen ge- 
langen. Den ersteren Weg hat Jacobi in seinen schon ge- 
nannten Vorlesungen eingeschlagen: den letzteren Weg, den 
die Entwicklung der Funktionentheorie eröffnet hat, kann man 
in H. Webers Lehrbuch verfolgen. 

Wir wollen im folgenden kurz darlegen, wie sich aus den 
im vorausgehenden nachgewiesenen Eigenschaften der Jacob i- 
schen d^Funktionen die Sätze über die Jacobi sehen elliptischen 
Funktionen ergeben, die in den §§ 13 bis 15 entwickelt 
worden sind. 

Aus den Gleichungen (11) bis (14) des § 55 ergeben sich 
ihre Periodizitätseigenschafben. Sie sprechen sich in den 
Gleichungen aus: 
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. . I sn (t; + 2K) = — sn t;, cn (v + 2K) — — cn t;, 
•^^ l dn(t; + 2JSr)«diit;. 

.^. I Bn (t; + 2iK') = an «, cn {v + 2iK') « — cn v, 
'^ M dn(i?+ 2i2J:')=-"dnt;. 

, . |8n(t7 + 2Ä:+2iJE")--8nt7, cn(t; + 2Jr+2iJS:')-cnr, 
^^^ 1 dn (t? + 2ir+ 2iir') iav. 

Die drei Jacobischen Funktionen gehören demnach zn 
den elliptischen Punktionen zweiter Art (vgl. § 56). Ihre 
Quadrate besitzen die beiden Perioden 2K und 2iK\ Die 
Funktionen selbst besitzen die folgenden Perioden: 



Funktion 



(10) 



sn V 
cn V 
dn V 



Perioden 



4K 2iK' 4K+4iK' 

4K -kiK' 2K+2iK' 

2K AiK 4K+4:iK' 



Die drei Funktionen besitzen dieselben ünstetigkeits- 
punkte (1), 
(11) 2XK + (2a + l)iK' (A, fi ganze Zahlen), 

es sind das die Nullpunkte der Funktion 9{v) (§ 55, Nr. 19). 
Ihre Nullpunkte stimmen beziehungsweise mit den Nullpunkten 
der drei Funktionen S{v), H^{y), S^{v) tiberein. Wir wollen 
sie ebenfalls übersichtlich zusammenstellen: 



Funktion 



Nullpunkte 



(12) 



sn V 
cn v 

dn V 



2kK + 2ixiK' 

{2X+l)K+2niK' 
{2X+l)K+(2ii + l)iK' 



Den Beziehungen zwischen den vier Funktionen H, H^^ 
0, ©1, die in den Gleichimgen (17) und (18) des § 55 ihren 
Ausdruck finden, entsprechen Beziehungen zwischen den drei 
Funktionen sn, cn, dn. 

Um die betreffenden Formeln einfacher schreiben zu können, 
definieren wir zwei Orößen k und k' durch die Gleichungen 

(13) Vk = 5-g-, Yk' = 1^ (Tgl. § 63, Nr. 14 bis 16). 

16« 
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Aus den oben genannten Gleichungen folgt mit Rücksicht 
auf (1) 

(14) 



dn {v + K)= *' 



dnf 



(16) 



an (v + JiT') = i- * -, cn (» + JZ') - - i^* , 

Aus diesen beiden Oleichungssjstemen folgt weiter 

dn t? / . xr . • T7-'\ *^' 

(16) 



8n(t; + ir + tiT') - i^^, cn (r + ir+tJT') 



ÄJcnt;' 



dn(t? + i: + ?ü:') = iA;' 



Bnt' 



cn i; 

Aus den Gleichungen (16) und (17) des § 56 ergeben sich 
bei Benutzung der Bezeichnungen (10) die folgenden Relationen 
zwischen den Quadraten der drei Funktionen sn^ cn und dn: 

(17) Bn*t? + cn*t;= 1, Är^sn^v + dn*t? — 1. 

Für i; -= Ä' ist sn v = 1, dn t; = V (1), folglich ist 

(18) i» + t'2_i. 

Aus den Gleichungen (3) des vorigen Paragraphen folgt 
mit Rücksicht auf (1): 

cn (iv/K, iE') = - —.■-. v^—^vz , 

dnnv K, iK)-= — > , i^/ • ^ • 
^ ' ' ^ cn(v/K,tK) 

Aus der Schlußgleichung des § 56 ergibt sich sofort das 
Additionstheorem der Funktion snt;: 

(20) sn [y + V,) T^l^n^r Jv, " ^"^^ § l^)" 

Das Additionstheorem der Funktionen cn t; und dn t; kann 
man in derselben Art beweisen. 

Mittelst des Additionstheorems läßt sich leicht der Differen- 
tialquotient der Funktion sn v berechnen. Wir setzen einen 
Augenblick zur Abkürzung 



(19) 
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(21) lim5^ = Ä, 

= 

und bemerken, daß der 6renzwei*t 

, . 1 — Gavdav 
hm i 

endlich ist; denn die beiden Funktionen cni; und dn v sind gerade 
und nehmen für t; = den Wert 1 an. Eine einfache Rechnung 
ergibt 

(22) hm — ^i -*'' = - = Äcnv dnv. 

Da die Funktion sn v in den drei Größen v,K, K' homogen 
vom Qrad Null ist, so ist die Größe h (21) eine homogene 
Funktion der Größen K und K' vom Grade — 1. Wir können 
deshalb den Wert des Quotienten K'/K festhaltend über die 
Größe K derart verfügen, daß die Größe h einen vorgeschriebenen 
Wert annimmt. Wir wollen K so v^ählen, daß die Gleichung (2) 
des vorigen Paragraphen erffillt ist. unter dieser Voraussetzung 
ist wegen (21) und (1) 

h^ ^^^""l- lim^^^^^l 
und die Gleichung (22) lautet 

(23) ^^^ = cur dnt?. 
Aus den Gleichungen (17) folgt sodann 

(24) i — =» — snt?dnt;, —^ — = — ft'snvcnt?. 

Bezüglich der Reahtätsverhältnisse ist zu bemerken: wenn 
die Größen K und K' reell sind, so entsprechen reellen Werten 
der Variabein v reelle Werte der Funktionen sn r, cn v, dn v. 
Rein imaginären Werten der Variabein entsprechen reelle Werte 
der Funktionen cn ü, dn v und rein imaginäre Werte der 
Funktion sn v (19). 

Den Jacobischen Funktionen snt;, cnv, dnv gegenüber 
bietet die von Weierstraß eingeführte Funktion p(u) den 
Vorteil, daß sie unabhängig von der Wahl des primitiven 
Periodenpaares ist; den Jacobischen Funktionen kommt diese 
Eigenschaft der Invarianz nicht zu. 
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Dagegen erweist sich bei vielen Untersuchungen der enge 
Zusammenhang als vorteilhaft^ in dem die Jacob ischen 
Funktionen mit den «d*- Funktionen stehen, und außerdem sind 
diese Funktionen in hohem Maße den Bedürfiussen angepaßt, 
die bei der Anwendung der elliptischen Funktionen auf Probleme 
der mathematischen Physik hervortreten. 

§ 67. Ausartimgen der elliptischeii Funktionen. 
Wir haben bisher durchweg an der Voraussetzung fesl^ehalten, 
daß die Diskriminante 

G = ^ - 27j7j - 16 (<i - c,)»(c, - e,ne, - e^f 

von Null verschieden ist. Unter dieser Voraussetzung ist der 
reelle Teil des Quotienten ay^i/cD^ von Null verschieden und 
negativ^ und umgekehrt ist dies die ausreichende Bedingung 
dafür, daß die Diskriminante nicht verschwindet (vgl. § 62, 
Nr. 1 und § 63, Nr. 12). 

Wir wollen nun zusehen, wie sich die elliptischen Funk- 
tionen verhalten, wenn die Diskriminante gegen Null konver- 
giert. Dabei beschranken wir uns der Einfachheit wegen auf 
den Fall, daß die Größen 6^, e^, 6, reell sind und wir halten 
an der Annahme fest, daß e^> e^> e^ ist. 

Nehmen wir zunächst an, die Difierenz e^ —• e^ sei unend- 
lich klein, während die Differenz e^ — e^ einen endlichen Wert 
besitzt. Unter dieser Annahme ist der Modul 



r e, — Ca 
unendlich klein, der komplementäre Modul 

ist unendlich wenig von 1 verschieden. 

In erster Annäherung ist die Halbperiode 

1 



und die Gh-öße 

1 

K 



^ ^ r dt ^ n 



J |/(l-f«)(l_Ä;'«f«) * ^ 
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(s. § 19y Nr. 19; in dieser Formel sind die Bachstaben Tc and Ä-'; 
K and K' za yertaaschen). 
Hieraus folgt 

(1) 9-e K =-. 



Die Formeln (6) bis (9) des § 61 ergeben, wenn man an 
Stelle der unabhängigen Yariabeln u die Variable v einführt 



^ ^ \ fli(t?)=y*C08r H(v) = y*sin«;. 

Hieraus folgt weiter (61. (1) des vorigen Paragraphen) 

(3) sn v =» sin t; en t; = cos v dn t? = 1 . 

Aus der Gleichung (3) des vorigen Paragraphen folgt: 

(4) K«)-«. + ^.^- 

Nun ist näherungsweise 

ei + 26,-0, 






also 






Wir können deshalb der Gleichung (4) auch die Form geben 

(5) i)(«) ^^~ + j*[, . -j-- . 

^ ^ Bin*-- — 

Aus dieser Gleichung folgt sodann 

(6) t(u)^-fpiu)du^^,u+^^ctg^':- *) 
und weiter 

(7 ) 6(u) = e « e * --sin - — **) . 

Nehmen wir nun in zweiter Linie an, die Differenz e^ — e^ 
sei unendlich klein, die Differenz e^ — e^ dagegen endlich. Unter 

*) Der Wert der Integrationskonstanten ergibt sich auf Grund der 
Bemerkung, daß ^(u) eine ungerade Funktion iat. 

**) Die Integrationskonstante wird durch die Bedingung lim -^ = 1 
bestimmt. "=® ^ 
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dieser Annahme ist der komplementäre Modul Tc unendlich klein 
und der Modul "k unendlich wenig yon 1 verschieden. Wir 
erhalten daher in erster Annäherung 

Aus den Formeln (19) des vorigen Paragraphen folgt mit 
Rücksicht auf (3) 

cn (v/K, iK") ^ c^/i-iÄ:) ^ '^iv ' 

dn(t?/A, iK) = — /•— / iT. r^{ « r- • 

^ ' * ^ cn{tv/K ,iK) cos IV 

Wir erhalten also im vorliegenden Fall die Näherungs- 
formeln 

(8) sn ü = cn V = dn t? «— 

Die Funktion p{u) ist einer Periodentransformation gegen- 
über invariant und sie ist homogen vom Grade ~ 2 in den 
Größen u, (o^, co^. Folglich ist 

i?(M/(Di, (Dg) = i>(w/ö3, —(Ol) p{- iu/- iog, i(Oi) . 

Wir setzen o, » i/3 und erhalten 

(9) i'W-,r«.+ '' 






Aus dieser Gleichung leitet man wie oben Formeln für 
die Funktionen ^(u) und is{u) ab. 

Lassen wir zuerst die Differenz e^ — e^ und dann die 
Differenz e^ — e^ gegen Null konvergieren, so wächst erst die 
Periode 2(Dj und dann die Periode 20^ über alle Grenzen. 
Aus den Gleichungen (5) bis (7) folgt 

pW = i 5W = v <«*)=-«*. 

§ 68. Nnmeriaohe Berechnnug elliptlsolier Fimk- 
tionen. Wir schließen unsere Ausführungen über die Dar- 
stellung der elliptischen Funktionen und ihrer Integrale mit 
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einigen Bemerkungen über die numerische Berechnung derselben. 
Wenn der zu berechnende Funktionswert durch das Integral 
erster Gattung u ausgedrückt ist^ so benutzt man zur Berech- 
nung am zweckmäßigsten die ^-Reihen (§ 61). Wir wollen 
den Grad der Konvergenz dieser Reihen abschätzen. 

Im letzten Abschnitt werden wir nachweisen^ daß das 
primitive Periodenpaar so gewählt werden kann, daß der reelle 
Teil des Quotienten (oJ(o^ i größer als \ ]/3 ist*). Der absolute 
Betrag der Jaco bischen Konstante 

die diesem Quotienten entspricht, ist < — • 

Jede beliebige komplexe Größe u läßt sich in der Form 

u = a'2(o^ + ß'2(o^ 

darstellen, wo a und ß reelle Größen bedeuten. 

Werten des Arguments u, die sich um ein Multiplum der 
Periode 2 Oj unterscheiden, entsprechen Werte der ^-Funktionen, 
die sich um einen leicht zu berechnenden Exponentialfaktor 
unterscheiden; wir brauchen daher nur Werte der Variabein 

in Betracht zu ziehen, für die l^l^v ^^^' ^^^ absolute 
Betrag der Größe 

nach der die '^'-Reihen fortschreiten, ist 

• ^^'* ß I 

Er liegt also, wenn | /J | ^ y ist, zwischen 

Die ^-Reihen konvergieren demnach sehr schnell. 

In dem Fall, daß die Periode 2c3^ reell, die Periode 2co5 
rein im^inär ist, können wir für | q \ noch eine kleinere obere 
Grenze angeben. 

♦) Vgl. auch F. Th. S. 192. 
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Auf Grund der Formeln (16) des § 64 können wir näm- 
lich den Fall^ daß { o, | < | g7 J ist, auf den Fall, daß | Og | > { g}^ | 
ist, zurückführen. Ist die letztere Bedingung erfüllt, so ist wie 

schon am Schluß des § 61 bemerkt wurde, 1 g' 1 < öq * 

Nehmen wir nunmehr an, die zu berechnenden elliptischen 
Funktionen oder Integrale seien durch die Größen 



X und s = ^V{x — ej {x — e^)(x — e^) 

ausgedrückt. Um die '^-Reihen anwenden zu können, müssen 
wir zunächst die Perioden 2c3j^y 2(o^ bestimmen und dann die 
Werte der Normalintegrale u berechnen, die den gegebenen 
Wertsystemen a;, s entsprechen. Für den Fall, daß nur reelle 
Größen in Betracht kommen, haben wir schon im § 19 gezeigt, 
wie diese beiden Aufgaben durch wiederholte Anwendung der 
Landenschen Substitution gelöst werden können. Von dieser 
Substitution kann man auch im allgemeinen Fall Gebrauch 
machen; wir werden später (§ 103) hierauf zurückkommen. 
Vorerst wollen wir Reihenentwicklungen herstellen, mittelst 
deren sich die Berechnung in allen Fällen durchführen läßt 
und zwar wollen wir mit dem zweiten Teil der Aufgabe be- 
ginnen: wir betrachten die Perioden als bekannt und berechnen 
das Integral erster Gattung 

(1) u^h^^ f-7--= -'- — - - • 

Wenn wir den Integrationsweg nicht auf die einfach zu- 
sammenhängende Fläche T' beschränken, sondern die Möglich- 
keit offen lassen, daß er die Querschnitte, die diese Fläche 
begrenzen, überschreitet, so ist das Integral unendlich-vieldeutig. 
Die verschiedenen Werte unterscheiden sich um Multipla der 
Perioden. Für unsere Zwecke genügt es einen beliebigen dieser 
Werte zu berechnen. Wir brauchen also auf den Integrations- 
weg nicht zu achten. 

Die Bezeichnung der Verzweigungspunkte denken wir uns 
so gewählt, daß die Seite e^e^ die größte Seite des Dreiecks e^e^e^ 
ist, oder wenigstens nicht kleiner als eine der beiden anderen. 
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unter dieser Yoraussetzung sind die absoluten Beträge der 
Größen 

i==l/vE5 und *'==1^?^-^« 

< 1 oder höchstens = 1. Wenn die (Größen e^ reell sind, so 
setzen wir wieder e^ > 6^ > ^3 voraus. In diesem PaU ist eine 
der Größen h, Je' £1/Y~2. 

Wir transformieren nun das Integral (1) in die Riemann- 
sche Normalform und zwar wollen wir diese Transformation 
auf zwei verschiedene Arten ausführen. Wir setzen zunächst 



(2) y-5^J <-2/y(l-y)(l-Ä»y)-^|-J-J;*- 



Wir erhalten 



(3) „=f^._l_/'lJ' 



Sodann setzen wir 



(4) y-?-^»- t^2yy{l^y){l^Vy) 



Wir zerlegen das Integral (1) in zwei Teile 






'.■+/^ 



dx , l dx 

8 



und erhalten 



(5) 



rdx , 1 rdy 



Da der absolute Betrag des Produktes 



?L^_?»._^-:_^» gleich 



ist, so muß der absolute Betrag eines der beiden Faktoren 
^ 1/! Ä I sein, folglich muß entweder die Größe y, die in der 
oberen Grenze des Integrals auf der rechten Seite von («S) vor- 
kommt, oder die Größe y, die in der oberen Grenze des In- 
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tegrals auf der rechten Seite von (5) vorkommt, der Bedingung 

(6) !i-M^I*| 

genügen. 

Wenn die Bedingung (6) erfüllt ist, können wir den unter 

dem Integralzeichen stehenden Faktor (1 — Ä*y)" *^ nach dem 
binomischen Satz entwickeln. Wir erhalten 

^U 2l/y(l-y)L 2 ^^2-4 ^^2-4.6 ^^ J 

Das Vorzeichen der Wurzel Yvi^ ~~ v) ist durch das Vor- 
zeichen des gegebenen Wertes von t bestimmt, der der oberen 
Integrationsgrenze entspricht. 

Unter Benutzung der Formel 

r_£dy ^ 3. 3.6...(2n- l) r dy >^^ )T^,i ■ 

J yvi^'-y) 2.4.6...2n J V^(l _ y) n L^ 



2n— 1 



(2n-l)(2n-8) ._3 



n — 2^ "^ (2n — 2)'(2n~— 4)^ "*" 

(2n -1) (2n~3)( 2n-^5) ^^ ( 2n^ 1) (2n - 3) . . . 8n 

"^ (2n — 2)(2n — 4)(2w — 6)2'^ '" (2n— 2) (2n — 4) . . . 2j 

erhalten wir 

21/2/(1 -y)(l-^•»y) 





Die Koeffizienten haben die folgenden Werte 



(9) 



Den Transformationen (2) und (4) können wir zwei ana- 
loge an die Seite stellen. Vertauschen wir in den Gleichungen 
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(2) die Großen e^ und 6, und dementsprechend die Oröfien h 
und k', so erhalten wir 

nnd aus (3) folgt 

Nehmen wir dieselben Vertauschungen in den Gleichungen (4) 
und (5) vor, so erhalten wir 



<12) y = ?^ <=-2V'y(l-y)(l-i'V) 



A— «. («1 — «t) 



(*,*; 



In den Koeffizienten der Reihenentwicklung (8) ist die 
Große k durch k' zu ersetzen, im übrigen bleibt sie unvenindert 
in Geltimg. 

Der absolute Betrag einer der beiden Größen 

^T«» und ?^^^^ 
e^ — X e^ — e, 

ist notwendig ^ tttt . Folglich führt die eine der beiden Sub- 
stitutionen (10) oder (12) zu einer konvergenten Reihenent- 
wicklung. 

Der Grad der Konvergenz der Reihen, zu denen die Trans- 
formationen (2) und (4) führen, wird durch den absoluten 
Betrag der Größen 

J2y =B ^-^A beziehungsweise k^y ^ - -f 
bedingt. Die Konvergenz der Reihen, zu denen die Trans- 



•) Bezüglich des Vorzeichens der Wurzel ^e^ — e, vgl. § 63, 
Nr. 8 und 9. 
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formationen (10) und (12) fCLbren^ hängt von dem absoluten 
Betrag der Größe 

- -^^ * beziehungsweise ^— ^ 

ab. Man wird deswegen diejenige Transformation benutzen, 
für die der absolute Betrag der betreffenden Größe möglichst 
klein ausfällt. 

Im achten Abschnitt werden wir zeigen, wie sich die 
Konvergenz der Reihenentwicklungen erheblich steigern laßt. 

§ 69. Bereohnnng eines Paars primitlTer Perloden. 

Setzt man in der Gleichung (8) des vorigen Paragraphen y = 1, so 
erhält man einen Ausdruck für die Jaco bische Halbperiode 
K ^ye^— ßgCOi; vertauscht man die Größen k und k\ so tritt 
^' = — iYe^ — ßj cöj an Stelle von K. Weü der absolute Be- 
trag einer der beiden Größen k^ und k'^ ^ ^ ist, wird wenigstens 
eine der beiden Reihenentwicklungen nur langsam konver- 
gieren, also zur numerischen Rechnung ungeeignet sein. Wir 
wollen deshalb zur Bestimmung der Perioden einen anderen 
Weg einschlagen, der sehr viel schneller zum Ziel f&hrt. Da- 
bei beschränken wir uns auf den Fall, daß 

|*|^|A'|^1 

ist. Diese Annahme ist gleichbedeutend mit der Annahme, 
daß die Seiten des Dreiecks e^e^e^ den Ungleichungen 

(1) ki-^sl^ki-^al^l^-^l 

genügen. 

Wir berechnen zunächst die Jaco bische Konstante q. Aus 
den Gleichungen (20) und (21) des § 63 und den Gleichungen 
(6) und (8) des § 61 folgt 

Wir setzen 



und erhalten 

(3) X = 2h 



\ TtüD^i 71 K' 



l4.2Ä* + 2Ä»ö + 2/i«« + . 
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Diese Gleichung definiert die Größe x für die Umgebung des 
Nullpunkte der Ä-Ebene als einwertige und stetige Funktionen 
der komplexen Variabein ä. Für Ä = verschwindet die 

Derivierte 

dx 
dh 

nicht^ folglich ist in der Umgebung des NuUpimktes der x-Ebene 
auch h eine reguläre Funktion der Yariabeln x und kann 
demnach durch eine Potenzreihe dargestellt werden (vgl. F. Th. 
§ 29 S. 136). Mittelst der Methode der unbestimmten Koeffi- 
zienten ergibt sich 

W * = | + 2(|.)%15(|)%150(|f+.... 

Wir werden im letzten Abschnitt beweisen, daß die Funk- 
tion h der Yariabeln x sich regulär verhält, solange | x | < 1 
bleibt. Daraus folgt, daß die Reihe (4) für | x | < 1 kon- 
vergiert. 

Wenn die Größe Je reell ist, so ist der Wurzel x = Yk 
ihr positiver Wert beizulegen (vgl. die Bemerkung zu den 
Gleichungen (14) bis (16) des § 63). Aus Stetigkeitsbetrachtungen 
schließt man, daß im allgemeinen Fall die Wurzel so zu wählen 
ist, daß ihr reeller Teil positiv ist. 

Zu einer schneller konvergierenden Reihe gelangen wir 
durch die folgende Bemerkung: Aus den Gleichungen (21) 
und (22) des § 63 und den Gleichungen (6) und (7) de» 
§ 61 folgt 

Der reelle Teil der Wurzel "j/i' ist ebenfalls positiv. 
Aus der vorstehenden Gleichung folgt: 

(^\ 1 -V^ _ o^ i + g^ + g" + ■ •_:_ 

Der Vergleich dieser Gleichung mit der Gleichung (3) zeigt,, 
daß die Größe 

(6) l =- ^— ^*' 
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von der Qröße q in derselben Weise abhängt wie die Größe h 
Yon der Größe x. Folglich bleibt auch die Gleichung (4) 
richtig, wenn wir h durch q und x durch l ersetzen. Wir 
erhalten 

w «=i+2(4)'+w(4r+MT)"+- 

Um eine obere Grenze für den absoluten Betrag der Größe l 
zu bestimmen , erinnern wir zunächst daran, daß der Arkus 
der Größe V* vom Vorzeichen abgesehen gleich dem Winkel 
ß^ im Dreieck e^e^e^ ist, dessen Scheitel der Punkt e^ ist (vgl. 
§ 36). Weil nach Voraussetzung die Seite e^e^ die kleinste 
Seite des Dreiecks ist (1), so ist 

(8) 2|Ci-e,|co8A^|e,-e,| A<f- 

Wir setzen 



= p ^ = ^ 



(9) W't^l 

und erhalten, weil der reelle Teil der Wurzel yic positiv ist, 

Für Q und ^ gelten die Ungleichungen (8) 

(10) p<l t<^ 2p*cos4^^1. 

Für das Quadrat des absoluten Betrages der Größe l (6) er- 
halten wir den Ausdruck 

Aus der Gleichung 

dm . , 1 — p» 

XT 4cos^; 



ergibt sich, daß m abnimmt, wenn q bei konstantem ^ wächst. 
Das Maximum von w, das einem gegebenen Wert von ^ ent- 
spricht, tritt demnach ein, wenn 

(12) 2p* cos 4^ = 1 (10) 

ist Aus dieser Gleichung folgt 
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Es ist daher (11) 

dm dm dg , dm j^ g'sinSt ft — ain 3t|? 

5^ dg d^ "• d^ "" ^ (1 + 2e coB ip + Q*)* cos iij) * 

Der Zähler Q^ainöi^ — sinSi; ist f&r alle in Betracht kommenden 
Wert von V'(IO) positiv oder wenigstens nicht negativ. Um 
dies zn beweisen^ multiplizieren wir ihn mit der positiven 
Größe p* sin 5^ + sin 3^. 

Das Produkt hat den Wert (12) 

A * 9 e- , • so . sin'Ötb — 2 8in*8il> C08 4i/ir 

p* sm* 5^ — sm^ öf = ~ — « - -. - 

^ ^ ^ 2 cos 4 1/; 

__ 1 + COS 2i|j — 2 cos 4i|; 
4coB4i|i 

ist also positiv. 

Hieraus folgt, daß die Ghroße m mit ilf wächst; das Maxi- 
mum von m tritt also ein, wenn ^ den größten zulässigen 

Wert (10) jg besitzt. In diesem Fall ist das Dreieck der Ver- 
zweigungspunkte gleichseitig (12). 
Wir erhalten 



Ttt 



l+]/^•' ^24 



Folglich ist der absolute Betrag 

und der absolute Betrag des zweiten Gliedes der Reihe (7) ist 
< 7- jQö* Wenn i' reell und positiv ist, so tritt das Maximum 
von l für k'^ = \ ein, es ist also 

Man kann deshalb bei den meisten Anwendungen sich auf das erste 
Glied der Reihe (7) beschränken. 

Nachdem die Größe q bestimmt ist, ergibt sich die 
Jacobische Halbperiode K aus der Gleichung (1) des § (15 



V 



7-l + 23 + 22* + 2a» + 



Darftge •Maurer, elliptiiche Funktionea. 5. Aufl. m 
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Die zweite Halbperiode iK' ist durch die Gleiclrnng 

bestimmt. Welchen seiner Werte wir dem Logarithmus bei- 
legen, ist an sich gleichgültig, denn wenn wir ihn um n • 2sti 
vermehren, so tritt an Stelle der Periode 2iK' die äquivalente 
Periode 2iK' -\- n - 4K. Es ist zweckmäßig über die Zahl n 
so zu verfügen, daß der absolute Betrag der Periode möglichst 
klein wird. 



Sechster Abschnitt. 
Anwendungen der elliptischen Funktionen. 

§ 70. Bektiflkation der Lamniskate, Ellipse und 
Hyperbel. 

Die Lemniskate. 

Die Gleichung der Lemniskate lautet^ wenn wir ihre 
Symmetrieachsen als Koordinatenachsen wählen: 

Führen wir an Stelle der kartesischen Koordinaten Polar- 
koordinaten ein, so erhält die Gleichung die Form 

r* = a* cos 2^. 

Das Quadrat des Bogenelements ist 

a* — r* 

Folglieh ist die Länge des vom Scheitel an gezählten 
Bogens 

(1) *=r-/— • 

r 

Die Bogenlänge wird also durch ein elliptisches Integral 
erster Gattung ausgedrückt. 

Um das Litegral in die Legen dresche Normalform zu 
transformieren, benützen wir die Formeln (16) und (17) des 
§ 12. Wir haben im vorliegenden Fall 

«1 = — a, a^ = ai, «3 = — ai, cc^'^ a 
zu setzen. Es ist folglich 

16* 
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und wir erhalten 

(2) s » C-^'' = - / ^^ 

Die Ellipse. 
Aus der Gleichung der Ellipse 

** + «^' = i 

a» ^ 6« ^ 
folgt 

a*(a' — a;*) 
Wir setzen 






und erbalten fOr den vom Endpunkt der kleinen Achse an 
geilten Bogen den Ausdruck 

(3) s-a f- .-^=^~ de . 



Die Bogenlänge wird also durch ein elliptisches Integral 
zweiter Gattung ausgedrückt. Wir führen das Jacobische 
Integral erster Gattung 

J V(T-z«)(T-^«ö 
ein und erhalten 



;2f = sni; yi—k^z^^ dnv dg ^ cnv dnvdv 

V V 

s = a I dn^vdv ^ alv — lc^ I sn^vdv]. 



PolgHch ist (§ 66 Nr. 6) 

(r)+^L-^ 9(0). 
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Die Hyperbel. 
Aus der Gleichung der Hyperbel 

^* - y! « 1 

folgt 

Der vom Scheitel an gezählte Bogen ist also 

(O) 5 = --- i ._^ ^ ^Z-^., TT-rrr. dv . 







Er wird demnach ebenfalls durch ein elliptisches Integral 
zweiter Gattung ausgedrückt. 

Wir benutzen die Formeln (16) und (17) des § 12, um 
das Differential erster Gattung 

(6) dU^~==^. .— 

in die Legen dresche Normalform zu transformieren. Wir 
haben in den genannten Formeln zu substituieren: 

oder 

Wir wollen die Rechnung nur für die erste Substitution durch- 
führen. 

Es ergibt sich: 

(7) X- *^..- Ä= '*— ' + " ^ 



yd'+'b* Ya' + b' VB bVa'+b* 

und hieraus 

Aus der Oleichung (17) des § 12 folgt mit Rflcksicht auf (6) 
und (7) 

(9) dU=-^= ,--iJL^ _==— ig— . 

^^ 6yo'+6» 1/1— ft» sin» 9 6l/a»+6» 
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Aus (8) und (9) folgt 

Aus dieser Gleichung und den Gleichungen (5) und (6) folgt 
sodann 



(10) «--;i- f — A--- -7-^r 



dv 
cn*v 



Nun ist (§ 66 Nr. 16) 

1 iifc 

cn V 1c 



(11) ^.'T^<^ + ^+i^') 



und (§ 66 Nr. 5) 

Folglich ist 
*» cn> + IT + iiT') = ^?^^^^|.^±^ + ;i-« - ff 

-'-^,f^ +*»-«• (§55 Nr. 18) 

Aus (10) folgt nun mit Rücksicht auf (7) und (11) 

s ya*+h^ • h'* ffi cn» (v + K+ iE') dv 




Ebene Kurven dritter Ordnung. 

§ 71. Normalform der Olelohiing. Jede ebene Kurve 
dritter Ordnung kann in eine Kurve projiziert werden, deren 
Gleichung die Form 

(1) y»= 4a:»- 9iX-g^^i(x- e,) {x - 6,) {x - e,) 
besitzt, wo a:, y kartesische Koordinaten bedeuten. 
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Soweit es sich um die Untersuchung der projektinschen 
Eigenschaften der Kurven dritter Ordnung handelt^ kann man 
daher die öleichungsform (1) zu Grunde legen. 

Der eben ausgesprochene Satz geht auf Newton zurück; 
wir werden weiter unten (§ 74) einen Beweis desselben geben. 

Wenn von den drei Größen e^ zwei einander gleich sind 
so ist der Punkt auf der a;-Achse^ dessen Abszisse gleich der 
Doppelwurzel ist^ ein Doppelpunkt der Kurve, und umgekehrt 
ist leicht zu zeigen^ daß ein Doppelpunkt nur dann auftreten 
kann, wenn zwei von den Größen e^ denselben Wert haben. 
Diesen Fall schließen wir im folgenden aus: wir setzen vor- 
aus^ daß die Diskriminante 

von Null verschieden ist. 

Wir beschranken uns auf die Betrachtung reeller Kurven 
und setzen demnach die Koeffizienten g^, g^ als reell voraus. 
Wenn die Diskriminante G positiv ist, so sind die drei Größen e^ 
reell, in diesem Fall besteht die Kurve aus einem Oval und 




Fig. SO. Fig. Sl. 

einem unendlichen Ast (Fig. 30). Wenn G negativ ist, so ist 
nur eine der drei Größen e^ — es sei dies e^ — reell, die beiden 
anderen, e^ und e^, sind konjugiert imaginär. In diesem Fall besteht 
die Kurve aus einem unendlichen Ast (Fig. 31). Um die 
Koordinaten der Punkte der Kurve als einwertige Funktionen 
eines Parameters darzustellen, setzen wir 

(2) x^piii) ypiu). 
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Damit die Koordinaten reell sind^ muß, wenn die Diskri- 
minante G positiv ist, entweder die Größe u oder die Differenz 
ti — ©3 einem reellen Wert kongruent sein (§ 45).*) Wir 
erhalten jeden Punkt des unendlichen Astes und jeden nur 
einmal, wenn wir die Größe u das reelle Interrall 

— Oj < M ^ ©1 

durchlaufen lassen; setzen wir u^ <d^ + v und lassen v das- 
selbe Intervall durchlaufen, so durchläuft der entsprechende 
Kurvenpunkt einmal das Oval. 

Wenn die Diskriminante G negativ ist, so muß, damit die 
Koordinaten reell sind, die Größe u einem reellen Wert kon- 
gruent sein (§ 45 Schluß). Wir erhalten daher alle Kurven- 
punkte und jeden nur einmal, wenn wir die Größe u das reelle 
Intervall 

— ©1 < t* ^ ©1 
durchlaufen lassen. 

§ 72. Schnitt der Kurve mit einer Geraden; Tan- 
genten; Inflezionspnnkte* Es sei eine beliebige Gerade 
gegeben 

(1) y^ax + b. 

Die Parameterwerte, die den Schnittpunkten dieser Geraden 
mit unserer Kurve dritter Ordnung entsprechen, bezeichnen 
wir mit u^u^u^. Für diese Werte verschwindet die elliptische 
Funktion 

f(u)^p\u)-ap(u)-b. 

Diese Funktion wird für w = zur dritten Ordnung unendlich, 
besitzt aber im fundamentalen Periodenparallelogramm keinen 
weiteren Unstetigkeitspunkt. Infolge des Abelschen Theorems 
besteht daher für ihre Nullpunkte die Gleichung 

(2) Ui + u^ + u^ = 0. 



*) Wir wählen das primitive Periodenpaax 2ci)i, 2{d,, wie dies im 
§ 45 geschehen ist, derart, daß co^ reell nnd positiv und o, positiv 
imaginär ist, wenn G positiv ist, und daß ra^ und cd, konjugiert imaginär 
sind, wenn G negativ ist. 
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Diese Gleichung drückt die notwendige und auB- 
reichende Bedingung dafür aus, daß die den Para- 
meterwerten u^u^ti^ entsprechenden Kurvenpunkte auf 
einer Geraden liegen. 

Wenn zwei von diesen Werten zueinander kongruent sind^ 
so fallen zwei Schnittpunkte zusammen: die Gerade berührt 
die Kurve. Sind aUe drei kongruent, so fallen alle drei Schnitt- 
punkte zusammen; der entsprechende Punkt der Kurve ist ein 
Inflexionspunkt, die Gerade eine Inflexionstangente. 

Damit dem Parameterwert u ein Inflexionspunkt ent- 
spricht, muß also 

Su = 
• 
sein. Dieser Kongruenz genügen die folgenden neun inkon- 
gruenten Werte: 

/«v\ y-v 2g>, 2(o. 2(0, 249. 

(3) ±-3^- ±~/ -t _! + _».. 

Der Inflexionspunkt, der dem Wert m = entspricht, ist der 
unendlich ferne Punkt der y- Achse; die zugehörige Tangente 
ist die unendlich ferne Gerade. 

Jede Gerade, die zwei Inflexionspunkte verbindet, geht 
durch einen dritten Inflexionspunkt; es folgt das unmittelbar 
aus der Gleichung (2). 

Denken wir uns die Inflexionspunkte numeriert. Die Ver- 
bindungslinie der Punkte 1, 2 enthält einen weiteren Inflexions- 
punkt, es sei dies der Punkt 3. Von den Geraden 1, 4; 2, 4; 
3, 4 enthält jede einen weiteren Inflexionspunkt, es seien dies 
die Punkte 7, 8, 9. Die Verbindungslinie 4, 5 enthalt einen 
weiteren Inflexionspunkt und das kann nur der Punkt 6 sein, 
denn die Geraden 4, 1; 4, 2; 4, 3 gehen durch die Punkte 7, 
8, 9. Die Verbindungslinie 7, 8 kann durch keinen der Punkte 1, 
2, 3, 4, 5, 6 gehen, sie geht also durch den Punkt 9. 

Die neun Inflexionspunkte liegen also zu dreien auf drei 
Geraden. Die Verteilung ist vollständig bestimmt, wenn die 
beiden Punkte 1, 2 gewählt sind, diese aber können willkür- 
lich aus den neun Inflexionspunkten herausgegriflpen werden. 
Durch jeden Inflexionspunkt gehen somit vier Gerade, auf 
denen zwei weitere Inflexionspunkte liegen. £s gibt demnach 
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vier Dreiecke^ auf deren Seiten die neun Inflexionspunkte 
liegen. 

Von den neun Inflexionspunkten sind nur drei reell. 

Wenn die Diskriminante G positiv ist, entsprechen ihnen 

die Werte « = und m = + -~ ; wenn G negativ ist, ent- 
sprechen ihnen die Werte w == und m = + — ^ *"' • 

Von den vier eben besprochenen Dreiecken ist nur eines 
reell; jede Seite desselben geht durch einen reellen und zwei 
konjugiert imaginäre Inflexionspunkte. 

Wir wollen nun noch zusehen, wie viel Tangenten von 
einem gegebenen Punkt der Kurve aus an dieselbe gezogen 
werden können. Von der Tangente, die in deril gegebenen 
Punkt berührt, sehen wir dabei ab. 

Es sei V der Parameterwert, der dem gegebenen Punkt 
entspricht und u ein Wert, der dem Berührungspunkt einer 
Tangente durch den gegebenen Punkt entspricht. Wegen (2) ist 

Wir erhalten demnach für u die vier inkongruenten Werte 

(4) -y -yH-«'! -Y + c)3 -Y + öi+ß^s- 

Um die Realitätsverhältnisse zu untersuchen, nehmen wir 
zunächst an, die Diskriminante G sei positiv. Wenn der ge- 
gebene Punkt dem unendlichen Ast der Kurve angehört, so ist 
V reell (vgl. den vorigen Paragraphen). Von den vier Werten (4) 

sind daher zwei reell, nämlich die Werte — - und — s- + o>i- 

Diesen Werten entsprechen Punkte des unendlichen Astes. Die 
beiden anderen von den Werten (4) haben die Form Oj + 
reelle Größe. Diesen Werten entsprechen Punkte des Ovals. 
Wenn der gegebene Punkt dem Oval angehört, so ist die 
Differenz t? — cd, eine reelle Größe. Die vier Werte (4) haben 

daher alle die Form ± ^ + reelle Größe; keinem dieser Werte 

entspricht ein reeller Punkt der Kurve. 

Von einem Punkte des unendlichen Astes aus 
gehen somit vier reelle Tangenten der Kurve aus; zwei 
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berühren den unendlich fernen Ast, zwei das Oval. 
Von einem Punkt des Ovals aus kann man keine 
Tangente an die Kurve ziehen. 

In beiden Fällen ist die Tangente, die die Kurve im ge- 
gebenen Punkt berührt, nicht mitgezählt. 

Nehmen wir nunmehr an, die Diskriminante G sei negativ. 
In diesem Fall entspricht dem gegebenen Punkt ein reeller 
Parameterwert v und es gibt zwei reelle Berührungspunkte- 
Sie entsprechen den Werten — y imd — y + »i + o?». 

Man kann demnach, wenn die Kurve nur aus einem 
unendlichen Ast besteht, von jedem Kurvenpunkt aus 
zwei reelle Tangenten an die Kurve ziehen. 

Wenn der gegebene Punkt ein Inflexionspunkt der Kurve 
ist, so fällt eine der von ihm ausgehenden Tangenten mit der 
Inflexionstangente zusammen. 

§ 73. Schnitt der Kurve mit einer algebraischen 
Kurve. Es sei 

(1) F{xly)^0 

die Gleichung einer beliebigen algebraischen Kurve der Ord- 
nung n. Der Kürze wegen schließen wir den Fall aus, daß 
das Polynom F(x/y) kein in y" multipliziertes Glied enthält. 
Substituieren wir die Werte 

80 geht das Polynom F{x/y) in eine elliptische Funktion f(u) 
über. Diese Funktion wird im fundamentalen Periodenparallelo- 
gramm nur für u^O unendlich und zwar zur Ordnung 3n. 
Sie verschwindet demnach für 3n inkongruente Werte «^Mj . . . Wg^ 
und diese Werte genügen auf Grund des Ab eischen Theorems 
der Kongruenz 



(2) ^K^O. 



Von den dn Schnittpunkten unserer Kurve dritter 
Ordnung mit der Kurve (1) ist daher einer durch die 
übrigen bestimmt. 
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Daraus folgt: haben zwei verschiedene Eurvenn-ter Ordnung 
mit der gegebenen Kurve dritter Ordnung 3n — 1 Schnitt- 
punkte gemein^ so haben sie auch den letzten Schnittpunkt 
gemein. Liegen also zum Beispiel von den neun Schnitt- 
punkten zweier Kurven dritter Ordnung sechs auf zwei Ge- 
raden, so liegen auch die letzten drei auf einer Geraden. 

Wenn von den 3w Werten u^ eine Anzahl zusammen- 
fallen, so berührt die Kurve (1) die gegebene Kurve dritter 
Ordnung. Sollen alle 3n Schnittpunkte zusammenfallen, also 
eine 3 n- punktige Berührung eintreten, so muß der Parameter u 
des Berührungspunktes der Kongruenz 

3nti = 

genügen. Es gibt 9n* inkongruente Werte, für die sie er- 
füllt ist: 

Zu diesen gehören auf jeden Fall die Werte, die den Inflexions- 
punkten entsprechen. Die Kurven, die in diesen Punkten 3n- 
punktig berühren, sind die n-fach gezählten Inflexionstangenten. 
§ 74. Transformation der allgemeinen Kurven- 
gleiolinng in die Normalform. Wir haben bisher unserer 
Untersuchung eine Normalform der Kurvengleichung zu Grunde 
gelegt, wir wollen nun von der allgemeinen Gleichung 

(1) F(.i,)-2A,,.''r-o \X'l-o\,,, 



Bekanntlich sind die Inflexionspunkte der Kurve (1) ihre 
Schnittpunkte mit einer zweiten Kurve dritter Ordnung, der 
Hesseschen Kurve. Imaginäre Inflexionspunkte können dem- 
nach, da wir die Koeffizienten der Gleichung (1) als reell 
voraussetzen, nur paarweise auftreten. Es muß daher minde- 
stens ein reeller Inflexionspunkt existieren. Die Gleichung 
der zugehörigen Inflexionstangente sei 

(2) Z^c,x + c^y + c,^0 
und es sei 

(3) X « a^x + a^y + a^'^O 
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die Gleichung einer zweiten durch den Inflexionspunkt gehen- 
den Geraden. Drücken wir die Größen x, y durch die Größen 
Xy Z aus, 80 erhalten wir eine Identität ^ 

(4) F{x/y)^^{XIZ). 

Weil die Gerade (2) eine im Punkt X =* 0, Z = berührende 
Inflexionstangente ist, so laßt sich die ganze Funktion O in 
der Form 

(5) ip^ZQ + Konst. X» 

darstellen, wo Q eine ganze Funktion zweiten Grades vou X 
und Z bedeutet. 
Es sei nun 

(6) Y^l,x + h,y + \^0 

die Gleichung der Polare des Punktes X «- 0, Z = in Be- 
ziehung auf den Kegelschnitt Q=>0. Wie aus der Theorie 
der Kegelschnitte bekannt ist, laßt sich die ganze Funktion Q 
in der Form 

Q^P + Konst. Y^ 

darstellen, wo P eine ganze homogene Funktion zweiten 
Grades von X und Z bedeutet. Substituieren wir diesen Wert 
in (5), so erhalten wir mit Rücksicht auf (4) 

(7) F{xly) = Konst. Y^Z + TZ + Konst. X\ 

Wenn der Koeffizient von Y^Z verschwindet, so zerfällt 
die Kurve in drei Gerade, die durch den Punkt X =» 0, Z =» 
gehen. Diesen Fall schließen wir aus. Da wir bisher die 
Koeffizienten der Linearform Y (6) nur bis auf einen gemein- 
schaftlichen Faktor bestimmt haben, können wir diesen Faktor 
so wählen, daß der Koeffizient von Y^Z gleich — 1 wird. 
Bezüglich der Linearform X (3) haben wir bisher nur fest- 
gesetzt, daß die Gerade X » durch den Berührungspunkt 
der Liflexionstangente Z = gehen soU. Daran wird nichts 
geändert, wenn wir die Linearform X durch die Linearform 

aX+/5Z 

ersetzen, wo a und ß beliebige Konstante bedeuten. Über 
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diese Eonstanten können wir derart verfügen, daß die ganze 
homogene Binärform dritten Grades 

PZ+Konst. Z» 
in 

übergeht. Die Identität (7) erhält nunmehr die Form 

(8) F{x/y)^0{XIZ)^4.X^-g,XZ'-^g,Z^- Y'Z, 

Wir wenden nun, unter l^rj kartesische Koordinaten ver- 
stehend, auf die Kurvengleichung (1) die projektive Trans- 
formation an 

Wie sich aus (8) ergibt, geht durch diese Transformation 
die Gleichung (1) in die Gleichung 

(10) v'-^V-gA-d, 

Über. Damit ist bewiesen: 

die Gleichung einer Kurve dritter Ordnung, die 
nicht in drei durch einen Punkt gehende Gerade zer- 
fällt, kann immer durch eine reelle projektive Trans- 
formation in die Normalform des § 71 übergeführt 
werden. 

Wir können aus der vorausgehenden Betrachtung noch 
eine bemerkenswerte Folgerung ziehen. 

Aus den Gleichungen (2), (3) und (6) ergibt sich, daß 
wir die Größen x und y in der Form 

darstellen können. Nun genügen wir der Kurvengleichung 
(vgl. (8)), wenn wir 

setzen. Substituieren wir diese Werte in (11), so erhalten wir 
für die Koordinaten a;, y die Darstellung 
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Zähler und Nenner der rechts stehenden Quotienten sind 
elliptische Funktionen dritter Ordnung, die nur unendlich 
werden, wenn m = ist. Die Summe der drei inkongruenten 
Werte von u, fQr die eine der in Rede stehenden elliptischen 
Funktionen verschwindet, ist daher ebenfalls =0. 

Wir können die drei Funktionen in einfacher Weise durch 
«^-Funktionen darstellen. Nehmen wir an, der Zähler von x (12) 
verschwinde für die inkongruenten Werte u^, w^, —(«^i + w«); 
der Zähler von y für die Werte v^, r^, — (t?i+ ^i)] der ge- 
meinschaftliche Nenner für die Werte w^, w^, —(w^ + u'i)' 
Wir erhalten (§ 51) 



(13) 



(7 ff (U — Vi) ff (U — t?a) 6(U + V,+ t>,) ^ 



über die beiden multiplikativen Konstanten C^ und C^ und 
die sechs Größen u^u^y v^v^y w^w^ kann nach Belieben verfügt 
werden und ebenso stehen die beiden Perioden 2g}^ und 2(o^ 
zur Verfügung (oder was dasselbe sagen will, die beiden 
Größen g^ und g^. Weil die Funktion <J(ti/coj, coj) in den drei 
Größen u, coj, 03 homogen ist, so bleiben die Gleichungen (13) 
im wesentlichen ungeändert, wenn wir die 8 Größen 01,03, 
Ml, Wj, Vi, t?j, te'i, w, ™i^ demselben Faktor m multiplizieren. 
An Stelle der Größen g^jg^ treten dann die Größen -^ und ^V 
Die Invariante 

/ £.'__ 

und der Periodenquotient 

bleiben ungeändert. In der Darstellung (13) kommen daher, 
wie in der Gleichung (1), 9 wesentliche Konstante vor. Gehen 
wir von einer Kurve zu einer kollinear verwandten über, so 
ändern die 8 Konstanten C^u^v^tv^ ihre Werte, die Invariante / 
bleibt ungeändert; sie ist also eine absolute Invariante der 
Kurve dritter Ordnung. 
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Es ist einleuchtend, daß wir den Betrachtungen, die wir 
in den vorhergehenden Paragraphen durchgeführt haben, ebenso 
gut die Darstellung (12) oder (13) hätten zu Grunde legen 
können, als die Normalform, von der wir ausgegangen sind. 

Elliptisehe Koordinaten nnd ihre Anwendungen. 

§ 75. Elliptisolie Koordinaten. Zur Lösung einer 
Reihe von Aufgaben, die sich auf das Ellipsoid beziehen, be- 
nutzt man zweckmäßig ein System krummliniger orthogonaler 
Koordinaten, die man als „elliptische Koordinaten^' bezeichnet. 
Um zu diesem Koordinatensystem zu gelangen, betrachten wir, 
unter q einen verfügbaren Parameter verstehend, das System 
•der Flächen 

Die Größen abc seien untereinander verschieden und es sei 
^ > 6 > c > 0. Die Flächen des Systems werden von der- 
selben abwickelbaren Fläche umhüllt; sie besitzen dieselben 
Symmetrieebenen und eine jede Symmetrieebene schneidet die 
Flächen des Systems in Kegelschnitten, die dieselben Brenn- 
punkte besitzen. Man bezeichnet deswegen das FBLchensystem 
{1) als „Schar konfokaler Flächen'^ Von der zuerst genannten 
Eigenschaft der Flächenschar machen wir im folgenden keinen 
Gebrauch und gehen deshalb auch nicht auf den Beweis ein. 
Durch jeden Punkt des Baumes gehen drei Flächen der 
Schar, denn wenn wir die Koordinaten xy;s als gegeben be- 
trachten, so genügen der Gleichung (1) drei Parameterwerte 
.QiQ^Qi. Daß diese drei Werte reell sind, ergibt sich aus der 
Bemerkung, daß die Funktion der Variabeln q 

(2) i.(,)-^.5^^ + ^ + _^-l 

in jedem der drei Intervalle 

— oo , c* — £ ; c^ + 6, 6* — f ; h^ + £j a* — £ 

das Vorzeichen wechselt, vorausgesetzt, daß die positive Größe e 
hinreichend klein gewählt wird. In jedem dieser Intervalle 
liegt also eine Wurzel der Gleichung F{q) =» 0, Wenn die 



§ 76. Elliptische Koordinaten. 257 

Koordinate n; » ist^ so ist eine der Wurzeln » a^ zu setzen. 
Die diesen Parameterwert entsprechende Fläche ist die doppelt 
gezählte Ebene x ^0. Analoges gilt^ wenn die Koordinate y 
oder die Koordinate z verschwindet. 

Die Bezeichnung der Wurzeln wählen wir so, dafi 

<3) o^>Qi>^^^Qt>c'^Q^ 

ist. Der Wurzel q^ entspricht ein Ellipsoid, der Wurzel p, 
«in einschaliges, der Wurzel q^ ein zweischaliges Hyperboloid. 

Zwei in der Schar (1) enthaltene Flächen derselben Art 
schneiden sich nicht. Dagegen schneiden sich je zwei 
Flächen verschiedener Art und zwar schneiden sie sich 
unter einem rechten Winkel.*) 

Zum Beweis setzen wir in der Gleichung (1) erst Q ^ Q^ 
nnd dann Q ^ Qy und subtrahieren die zweite Gleichung von 
der ersten. Nach Unterdrückung des gemeinschaftlichen Faktors 
9fi "~" Qr erhalten wir 

^A\ _^ , y' L ____?!_ ^0 

Diese Gleichung drückt aus, daß die beiden Richtungen, deren 
Richtungskosinuse zu den Größen 

X y z 

«* —Qf, ft* — Qf, c* — Q^ 

beziehungsweise zu den Großen 

X y z 

a*—Qy 'b* — Q^ c* — 9v 

proportional sind, aufeinander senkrecht stehen. Diese Rich- 
tungen sind aber die Richtungen der Normalen an die Flächen, 
4ie den Parameterwerten q^ und q^ entsprechen. 

Weil sich in jedem Punkt des Raumes drei Flächen der 
Schar (1) schneiden, können wir einen Punkt durch die Para- 
meter der drei Flächen, die durch ihn gehen, festlegen. Diese 
Parameter bezeichnen wir als „elliptische Koordinaten^' des 
Punktes. 



*) Die Schnittkniren sind bekanntlich die ErammungBÜnien der • 
Fl&cben. 

Durdge-Maurer, elliptitche Funktionen. 6. AxA. X7 
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XTm die kartesischen Eoordinaien xye durch die ellip- 
tischen QiQ^q^ anszudrückeD^ benutzen wir die Identitöt 

(P.\ a;' y!_ I i* 1 (g — Pi)(e — gf)(g — gs) 

Aus derselben folgt 



(6) 



^2 (c'-g,)(c«-g O(c«^-P,) 
(c* — a*) (c* - 6*) 



Durch diese Gleichungen sind die Quadrate der kar- 
tesischen Koordinaten als eindeutige Funktionen der Parameter 
py bestimmt; auf die Frage ^ wie die Koordinaten selbst ein^ 
deutig zu definieren sind, werden wir weiter unten zurück- 
kommen. 

Durch logarithmische Differentiation der Gleichungen (6) 
ergibt sich 



dz 






Wir quadrieren diese Gleichungen und addieren sie. Mit 
Rücksicht auf (4) erhalten wir für das Quadrat des Linien- 
elements den Ausdruck 

(7) ds'=:2F*dQ,^ 
wo zur Abkürzung 

(8) 4 P/ == ^^-^ ^,^. + -^--^ ^^, + ^^^ _ ,,^. 

gesetzt ist. Unter 2P^ verstehen wir die positive Quadrat- 
wurzel aus dem rechts stehenden Ausdruck. 
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Um aus der Torstehenden Oleichüng die kariesisclien 
Koordinaten zu eliminieren, differenzieren wir die Identität (5) 
nach Q nnd setzen dann q «— q^. Wir erhalten (8) 

(9) 4P2___ (g;i-gv)(g,i~ 

Die Bachstaben X, ii^ v bedeuten eine Permutation der Zahlen 
1; 2y 3. Das Bogenelement der Eoordinatenlinie q^ » Eonst. 
Q^ — Konst. ist (7) P^dQ^. Das Plächenelement der Koordinaten- 
fläche Qj^ « Konst. ist, weil die Koordinatenlinien aufeinander 
senkrecht stehen, P^P^dQ^dg^. Das Raumelement läßt sieh 
in der Form P^P^P^dg^dg^dg^ darstellen. 

Die Größen P^ haben eine einfache geometrische Be- 
deutung: - p ist der Abstand des Anfangspunktes der Koor- 

dinaten von der Ebene, die die Fläche q^ « Eonst. im Punkt 
xyz berührt. Es ergibt sich das leicht aus der Gleichung (8). 

§ 76. Oberflftohe des Ellipsolds. Wir benutzen die 
elliptischen Koordinaten zunächst um die Oberfläche des ElUp- 
soids zu bestimmen. Die Gleichung der Fläche in kartesischen 
Eoordinaten sei 

(1) S + S + ^*"=l a>h>c>0. 

An Stelle der ' kartesischen Eoordinaten führen wir die ellip- 
tischen Eoordinaten QiQ^q^ ein. Die dritte Eoordinate hat auf 
dem EUipsoid den konstanten Wert 0. Wir erhalten alle 
Punkte der Fläche, denen positive kartesische Eoordinaten 
entsprechen, und jeden dieser Punkte nur einmal, wenn wir 
die Eoordinate g^ das Intervall V, a? und die Eoordinate g^ 
das Intervall c*, V durchlaufen lassen (vgL Nr. 3 des vorigen 
Paragraphen). Die Fläche des ganzen Ellipsoids ist denmach 
(vgl. den Schluß des vorigen Paragraphen) 

(2) S^8fj'p,P,dQ,dQ, 

and im vorliegenden Fall ist (Nr. 9 des vorigen Paragraphen) 

ißpapa^ gl (Pi — Qi) . 9 t {q% — gl) ^ 

^ ^ (gl - a^ (gl - fc*) (gl - c*) • {Q, - a«) (p, - ^') (g. - O 

17* 
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Wir setzen zur Abkürzung 

(3) f(.(f)-Q(.Q-a*)iQ-i*)i(f-c') 

und erhalten 

Der Quadratwurzel VTXPj) ist ihr positiver Wert beizulegen, 
die Wurzel Yfifii) ist positiv imaginär. 

Das Integral (4) läBt sich durch die vier einfachen 
Integrale 

(5) A - ria B - f^ 

aasdrücken. Es ist 

(7) S~'-1%{ÄB--BÄ). 

Um die vier Integrale (5) und (6) zu berechnen, gehen wir zur 
Weierstraßscben kanonischen Form über. Wir setzen 
(vgl. § 7) 

(8) ^1 =« w — ~ 6*c* e, — m — -j- c*a* e^^m — -r a^¥ 

und führen eine neue Variable x mittelst der gleichbedeutenden 
Gleichungen ein 



(9) ^ - 6, = 1 6»c> ^- -/• x-e,^\ c^a^ '-' ^* 

»4 



Q 

X 

Aus diesen Gleichungen folgt 

(10, ,-i^^' 

und 

d{f dx dx 



ai) 
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Nun fahren wir die Weierstraßsche i^-Fonktion ein und 
setzen 



(12) x^p{u) 8 = 2y(x - e,) (x -e,)(x^ e,) = -^p'iu) 

Sodann bestimmen wir einen Wert w der Variabein u, der der 
Gleichung 

(13) m«;>(ti?) 

genügt Weil m positiv und > ^ ist (8), können wir die 
Größe w so wählen^ daß 

(14) cDi > m; > 

ist (vgl. § 45). Aus dieser Annahme folgt, daß p'(tv) reeU 
und negativ ist. Aus (12), (13) und (8) ergibt sich 

(15) pXw) ia^ftV 

und aus (9), (13) und (15) folgt 

(16) o « - ^^'^'^' « P^W . 

^ ^ ^ X — »H p{Ü) — p{w) 

Wenn die Variable q reelle Werte durchlaufend von c* bis 6- 
wächst, so ist die Variable x ebenfalls reell und wächst von 
63 bis e^] die Differenz w — ojj ist reeU und wächst von Null 
bis Oj (§ 45). Geht die Variable q durch reelle Werte von 
b^ bis a', so durchläuft o: das reelle Intervall e^e^, die Differenz 
u — 0}^ ist positiv imaginär, sie nimmt von co, bis ab. 

Substituieren wir die Werte (11) und (16) in (5) und (6), 
so folgt 

(17) A - l^-ß"^, du 5 - - f%^^-^du 

(18) A' - fj-r^^ydu B^- rf-Ä-Td« . 

Die Integrationswege sind gerade Linien. 

Um diese Integrale zu berechnen, bemerken wir, daß 

(19) ji,^,-^) =■ e(« - «') - ?(« + ^) + 2gw 
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ist. Es folgt dies daraus, daß die rechts stehende Funktion 
ebenfalls die Perioden 2(0^, 2(d^ besitzt, und daß sie mit der 
links stehenden Funktion die beiden ünstetigkeitspunkte 
w =- ± w und den doppelten Nullpunkt m « gemein hat. 
Die beiden Funktionen können sich demnach nur um eine 
multiplilatiye Konstante unterscheiden. Daß diese Eonstante 
den Wert 1 hat, erkennt man, wenn man mit u — w multi- 
pliziert und dann diese Differenz gegen Null konvergieren laßt. 
Aus (19) folgt durch unbestimmte Integration 

/^},.l "« - ">« :$^^ + 25« • « + Kop.i 

Wir setzen die Grenzen w — o, beziehungsweise u ^ a^ ein 
und erinnern daran, daß 

l^^r '"'""' «t (§ 49, Nr. (6)). 
Wir erhalten demnach (17) 

^ — — 2ri^w + 2r}^w + 2{(o^ — coj) ^(w) + 2nai 
^ — 2ri^w + 2(o^i(w) + 2n7tiy 

wo n eine ganze Zahl bedeutet. Um zu beweisen, daß diese 
Zahl =» ist, betrachten wir die Größe w als variabeL Der 
Punkt w der M-Ebene, der den Wert w repräsentiert, darf 
nicht in die Verbindungslinie der Punkte o^ und (d, oder in 
eiue homologe Gerade rücken, weil sonst das Integral Ä sinn- 
los würde. Aber innerhalb der Flächen streifen, in die die 
u-Ebene durch diese Geraden zerlegt wird, ist A eine ein- 
wertige Funktion der Variabein w. Weil p(w) eine gerade, 
pXw) eine ungerade Funktion ist, nimmt A in den Punkten w 
und — w entgegengesetzte Werte an, vorausgesetzt, daß die 
Punkte in demselben Flächenstreifen liegen. Dies trifft für 
den Wert w zu, den wir durch die Gleichung (13) und die 
Zusatzbedingung (14) bestimmt haben. Aus dieser Bemerkung 
ergibt sich, daß n » sein muß. 
Wir erhalten daher 

(20) A « 2[- 7^,w + ci,t(:w)] 
und dementsprechend (17) 

(21) B^2[yi,w-co,t{w)]. 
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Um das Integral Ä zu bestimmen, differenzieren wir die erste 
der Gleichungen (17) und die Gleichung (20) nach tr. Wir 
erhalten einerseits 

dv J pyu) — p(«7) ' J Lp(M) — p{K)A 

oder (18) 

dw p (w) 
und andererseits 

dt 2h5 + a)3p(M;)]. 

Der Vergleich gibt 
(22) A'~- '^^ A-2[ri, + a,,i)(«;)] . 

Auf demselben Weg erhalten wir 

<23) ^ J^)B+2h, + «,,i>(^)]. 

Substituieren wir die Werte (20), (21), (22), (23) in (7) 

80 folgt 



I Vi e^i 



— Vi — »sP W — Vz^ + ©sSW 
Vi + öii> W ^1««' - Ol? W 
II p{w) 

I «? — 5;(w') 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf die Legendresche Relation 

Das auseinandergesetzte Verfahren führt auch zur Berechnung 
eines Stücks der Oberfläche des EUipsoids, das von Krümmungs- 
linien begrenzt ist. 

§ 77. Anadmok der elllptUohen Koordinaten dnroh 
elllptleohe Fnnktlouen. Um die elliptischen Koordinaten 
9i9iQi durch elliptische Funktionen darzustellen, setzen wir 

(1) a*=»w — 6,, 6*=w — e,, c^«w — e^, m — ^(a*+6*+c*) 

und bestimmen drei Argumente u^ durch die Gleichungen 
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(2) 



j2l/(«'-p)(ö«- 



-pKc«-p)' 



r-1,2,3. 



Die IntegrationBvariable ist reell. 

Substituieren wir die Werte (2) und (3) in die ölei- 
chuDgen (6) des § 75, so folgt 



(3) 



^ («1— «»X^^j — O ' 

(l?(w,) — «,)(i)(tt,) — c,)(l>(u,) — «,) 



f^ 



(«1— «i)(«, — «s) 



^s ^ (p(tfx) — es)(P(^s) — g«)(p(«ii> — O . 

"* (<?8— gl)(<?8-"gj) 



Für das Quadrat des Linienelements erhalten wir den 
Ausdruck (§ 75 Nr. 7 und 9) 

— Cpc«*») — i'("i))(p(M») — p<fhd ^*^i* 

+ (jXfH) - P(M,))(j>(.tti) -!>(«,)) dV 

+ 0(Mi) - i)(«j))0(M,) - !>(«,)) du,*. (§ 75 Nr. 9) 



Folglich ist das Bogenelement der Linie w^ ~ Konst., 

(4) dZ,-4dt«,-lP,p'K)|d«, 



w^ = Konst. 



Wir substituieren in den Gleichungen (3) 

VFM-'^x - [^]' (§ 54 Nr. 9) 



(Ci-«J(«i-e,) 






63 Nr. 4 bis 9) 



Wir können dann die Wurzeln ansziehen, wobei das Yor^ 
zeichen beliebig gewählt werden darf. Wir erhalten 
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(5) 






Diese Formeln besitzen vor den Formeln (7) des § 7& 
den wesentlichen Yorzng^ daß die Koordinaten selbst^ nicht 
nur ihre Quadrate, einwertige Funktionen der Parameter sind» 

Weil die Großen QiQ^q^ reell sind^ so muß jede der Größen u^ 
einer der folgenden Bedingungen genügen: 

u^ selbst oder die Differenz u^ — o, ist einer reellen 
Größe kongruent; 

Wy selbst oder die Differenz tt^ — m^ ist einer rein ima- 
ginären Größe kongruent (vgl. § 45). 

Aus den Ungleichungen (3) des § 75 ergeben sich für 
die Funktionen p{u^) die Ungleichungen 

(6) P(u^) ^e^> 1>K) > «2 > i>(«*i) > es . 

Aus diesen Ungleichungen im Zusammenhalt mit der eben 
ausgesprochenen Bemerkung folgt (s. § 45): 

die Größe u^ ist einer reellen Größe kongruent; 

die Differenz w^ — ßjj ist einer rein imaginären Größe 
kongruent; 

die Differenz u^ — a^ ist einer reellen Größe kongruent. 

Weil die j9- Funktion eine gerade Funktion ist, erhalten 
wir alle reellen positiven Werte der Quadrate x*y^g* und jedes 
Wertsystem nur einmal, wenn wir die Yariabeln Wj und u^ — o, 
ein reelles Intervall von der Länge o^ und die Variable 

"* "7 *" * ein reelles Intervall von der Länge ^ durchlaufen 

lassen. Um alle reellen Werte der Koordinaten xys selbst 
zu erhalten, müssen wir acht derartige Intervall-Kombinationen 
zusammenfügen. 

Wir halten zunächst die eben genannten Intervalle für 
die Größen m, und Ug fest und lassen die Größe u^ — cDg das 

Intervall — 2©i, +2(0. durchlaufen. Die Funktionen - 7-\ 
sind ungerade und genügen den Gleichungen 
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«,(2«,^ 


-u) 




«^(u+2«,^) 


«i(«) 
*(«)' 


«(20,^ - 


u) " 





(vgl. § 49 Nr. 6 und § 55 Nr. 4). 

Daraus folgt, daß den vier Werten m^, — Mj, 2(Di— Wj, 
— (2(Di — Wj) die folgenden vier Zeichenkombinationen der 
Koordinaten xy0 entsprechen: 

u^l + x +y +JS 



(7) 



1*1 ' — a: — y — jsr 



2a}i— Mi|+ a; — y — 2r 



l— 2g}i + Wi -a; +y +0. 
Beschränken wir die Größe u^ nach wie vor auf ein Intervall 
von der Länge {Dj, lassen wir aber die Größe -i^-i- das 
reelle Intervall 0, -.- durchlaufen. Den Werten ti^ und 20I3 — ti, 
entsprechen die beiden Zeichenkombinationen 

l 2(o^ — u^\—x +y — 0. 

Aus den Zeichenkombinationen (7) und (8) lassen sich 
alle acht Zeichenkombinationen zusammensetzen. Wir erhalten 
also alle Punkte des Raumes und jeden nur einmal, wenn wir 
festsetzen, es sei 

— 2a)i < Wj — (öj < 2 (Dj , 

< ^»T"" ' < — ' 



f ~- 1 



9 



Zufolge dieser Festsetzung werden die drei Arten von 
Flächen, die in unserer Schar enthalten sind, in verschiedener 
Weise zur Koordinatenbestimmung herangezogen. Die Punkte 
eines EUipsoids, das durch die Gleichung p{un) ^ Konst. cha- 
rakterisiert ist, entsprechen alle demselben Parameterwert u^. 
Dagegen entsprechen die Punkte des einschaligen Hyperboloids, 
für das p(u^) = Konst. ist, teils dem Parameterwert u^, teils 
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dem Parameterwert 2 c?, — u^ und die Punkte des zweischaligen 
Hyperboloids verteilen sich auf vier verschiedene Parameter- 
werte. 

Daß die drei Arten von Flächen verschiedene RoUen 
spielen, liegt in der Natur der Sache, aber es ist einleuchtend, 
daß sie durch Abänderung unserer Festsetzungen die Rollen 
vertauschen können. 

§78. VerteUnng der Blektrliität auf einem BUlp- 
eoid.*) Wie in der Potentialtheorie bewiesen wird, ist das 
elektrostatische Potential eindeutig durch die folgenden Be- 
dingungen bestimmt: 

I. Im Innern und auf der Oberfläche des Leiters ist das 
Potential V konstant. Im äußeren Raum und auf der Grenz- 
flache sind die Funktion V und ihre partiellen Derivierten 
erster Ordnung einwertig imd überall stetig. 

IL Die Funktion V genügt im äußeren Raum der par- 
tiellen Differentialgleichung 

ox* ' dy* dz* 



ni. Wenn der Radiusvektor r — ]/a;' + y* + e^ über alle 
Grenzen wächst, so bleiben die Produkte 



endlich. 

Die Komponenten der Kraft, die die auf dem Leiter be- 
findliche Elektrizitätsmenge auf die im Punkt xyz konzentrierte 
Mengeneinheit positiver Elektrizität ausübt, sind 

_a_F _dv _^Z. 

()x^ dy ^ dz 

Die Komponente der Kraft, die in die Richtung des 
Linienelements ds fällt, ist daher 

ds ■ 
Die Dichtigkeit der Elektrizität in einem Punkt der Leiter- 
oberfläche ist 



•) Vgl. H. Weber, partielle Differentialgleichungen Bd. 1, § 127. 
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4« cn ' 

WO dn ein Element der nach außen gerichteten Flächennormale 
bezeichnet. Von diesen Sätzen ausgehend, wollen wir das 
Potential filr einen Leiter bestimmen, dessen Oberfläche die 
Gestalt eines Ellipsoids hat. 

Die Gleichung des gegebenen Ellipsoids sei 

Führen wir elliptische Koordinaten ein, so wird ein jedes 
zu dem Ellipsoid (1) konfokale Ellipsoid durch einen kon- 
stanten Wert des Parameters ti^ charakterisiert (s. den Schluß 
des Yorigen Paragraphen), und zwar ist dieser Wert reell, 
positiv und < a^ . Insbesondere entspricht dem Ellipsoid (1) 
ein Parameterwert, der der Gleichung 

(2) p{w)^m^^{a'+b^+c') 

(Nr. 2 des vorigen Paragraphen) 
genügt 

Die Größen 

Pj — m — p{ui) und (»2 == ^ — i^K) 

bleiben endlich, wenn der Radiusvektor r über alle Grenzen 
wächst (§75 Nr. 3), dagegen wächst 

mit r über alle Grenzen, derart, daß 

lim *;^ ^ _ j 

ist (§75 Nr. 1). Folglich konvergiert Wj, wenn r unbegrenzt 
wächst, gegen Null, und es ist 

(3) lim rwj = 1 . 

Die Bedingung I. können wir nunmehr einfacher aus- 
drücken: 

(4) Für «8 = m; ist F konstant — wir wollen annehmen, es 
sei F = 1 — , für u^<,w sind die Funktion F und ihre 
partiellen Derivierten erster Ordnung einwertig und stetig. 
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Aus III folgt mit Rücksicht auf (3): 
(5) Die Quotienten — und | bleiben endlich, wenn ti^ gegen 
Null konvergiert. 

Es erübrigt^ die partielle Differentialgleichung II in ellip- 
tische Koordinaten zu transformieren. Zu dem Zweck erinnern 
wir an einen bekannten Satz der analytischen Geometrie: 

wenn das Oleichungspolynom einer Flache zweiten Grades 

F^ c^ia^+ a„y*+ 0,8^*+ 2ai^xy + • • • + »44 
durch eine orthogonale Substitution in das Polynom 

r = (Hix^ + ai,y « + (H»/^ + "ionx'y' + . . . + a« 
transformiert wird, so besteht die Beziehung 

«11 + öt22 + ass ^ aii + a« + a« . 

An Stelle des Polynoms F lassen wir nun das zweite 
Differential cPF treten und drücken es das eine Mal durch 
die Linienelemente dxdyiz^ das andere Mal durch die drei 
Linienelemente il^ =- L^du^ (§ 77 Nr. 4) aus. Wir erhalten 

d^V^%l,dx-^^^dy-^'^d^+2^^^^^^ 

Sowohl die Linienelemente dxdydz als auch die Linien- 
elemente dl^dl^dl^ bilden ein System rechtwinkliger Koordi- 
naten, folglich besteht die Identität 

^'^"' aa;* "•" ay« "^ a-e« ^ x/ äu,« "^ i,"» au,« "^ x,» a«*»»* 

Demnach lautet die partielle Differentialgleichung II in 
elliptischen Koordinaten ausgedruckt 

(6) [p{u,) -!>(«,)] ^^^; + [p{u,) -1,^)] f-;^. 

+[Ku,)-i>w]|^;=o. 
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Wir genügen dieser Differentialgleichung, den Bedingongen 
(4) und der ersten der Bedingungen (6), indem wir 

(7) F=^ 

setzen. Unter dieser Annahme sind die Komponenten der 
elektrischen Kraft, die in die Richtung der Linie u^ » Konsi 
Ujj » Konst. und u^ » Konst. u, «^ Konst fallen, » 0, Die in 
einem Punkt des elektrischen Feldes wirkende Krafb ist also 
normal zu dem in der Schar konfokaler Flächen enthaltenen 
Ellipsoid, das durch den Punkt geht. Die Komponente der 
Kraft; nach der Richtung der wachsenden u, ist 

__€V^ Lir«-.JL _ 1 _^ _ ^ 

Der absolute Betrag dieser Größe gibt die Größe der wirkenden 
Kraft jR. Dieser Wert R genügt offenbar der Bedingung (5). 

Die Funktion (7) genügt somit den Bedingungen I bis lU, 
sie stellt daher das Potential dar. 

Die Richtung der von einem Punkt des EUipsoids (1) 
nach außen gehenden Flächennormale ist der Richtung der 
wachsenden ti^ entgegengesetzt. 

Folglich ist die Dichtigkeit der Elektrizität in einem 
Punkt desselben (vgl. (2)) 

(8) Ä=._i.2-I=-l-J_-i__„i____ . 

4,n dn ijcw L^ 4««? y[iw — p(t*i)] [w — |)(m,)] 

Man kann die Verteilung der Elektrizität auf dem Ellipsoid 
sehr anschaulich machen. Auf dem Ellipsoid (1) ist Q^^O also 



/(«,) - - 2 Via' - Q,) ip' - Q,) (c» - (»3) = - 2abc 

(§ ^^, Nr. 3). 

Folglich (§ 77, Nr. 4) 

i» = -Pjb'(«s)l»=2a6cP, 
also (8) 

Wie am Schluß des § 75 bemerkt wurde, ist der Abstand des 
Mittelpunktes der Fläche (1) Ton der Tangentialebene in dem 
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Punkt, dem die Dichtigkeit h entspricht, = ^ p- oder anders 
ausgedrückt: -p ist das Produkt aus dem Radiusvektor, der 

nach diesem Punkt geht, und dem Kosinus des Winkels, den 
dßT Radiusvektor mit der Flächennormale bildet. Wir denken 
uns nun in jedem Punkt des Ellipsoids nach außen hin die 
Normale errichtet und tragen auf ihr ein Stück 

ab. Den konstanten Proportionalitatsfaktor s nehmen wir un- 
endlich klein an. Der Radiusvektor des Endpimktes des ab- 
geschnittenen Normalenstückes ist (siehe die nebenstehende 
Figur) 



, ^ , er cos (n,r) ,- , v 

r + dr ^r + - -/- = r(l + s), 

' ' cos (n,r) ^ ' ^ 




Dieser Endpunkt liegt also auf 
einem ähnlichen und ähnlich gelegenen 
Ellipsoid. Die Dichtigkeit in eiaem 
Punkt des Ellipsoids (1) ist demnach ^«' ^^• 

zu dem Abschnitt proportional, den 

ein ähnliches und ähnlich gelegenes unendlich benachbartes 
Ellipsoid auf der Flächennormale bestimmt. 

Nach einem bekannten Satz der Potentialtheorie läßt sich 
der Wert des Potentials V im Punkt P in der Form 



(10) r^ß'^^ 



darstellen; hier bedeutet cS ein Element der Leiteroberfläche, 
D seinen Abstand vom Punkt P. Das Integral ist über die 
Oberfläche des Leiters zu erstrecken. 
Das Integral 

B 



ß 



stellt aber auch das Potential einer unendlich dünnen mit 

homogener Masse von der Dichtigkeit 1 gefüllten Schale dar, 

die an der Stelle des Elementes cS die Dicke eh besitzt. Ins- 
besondere stellt das Integral 
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•das Poteutial einer unendlicli dünnen^ homogenen Schale dar, 
die von zwei ähnlichen und ähnlich gelegenen EUipsoiden be- 
grenzt wird. Die innere Grenzfläche besitzt die Halbachsen 
-abc, die äußere die Halbachsen a(l + «), 6(1 + «), c(l + s). 
Aus den Gleichungen (7) bis (10) ergibt sich für das Potential 
der Schale in einem äußeren Punkt der Wert (vgl. auch (3)) 

4xabcsu^'^ 

Ajcahce ist die Masse der Schale. Drücken wir u^ durch q^ 
tkuSy so erhalten wir (§ 77, Nr. 2) für das Potential der Schale 
in einem äußeren Punkt den Ausdruck 

J V(a«-(.)(6'-j)(c«-e) 
Die untere Grenze q^ ist die kleinste Wurzel der Gleichung 



aj* V* z* 
- I .y I t — 



In einem Punkt des Hohlraumes, der von der Schale um- 
schlössen wird, ist das Potential konstant 





§ 79. Potential eines Bllipsoids. Wir benutzen das 
Schlußresultat des yorigen Paragraphen, um das Potential eines 
mit homogener Masse von der Dichtigkeit 1 erfüllten ElUpsoids 
zu bestimmen. Dabei beschränken wir uns auf Punkte, die 
außerhalb des EUipsoids liegen. Wir zerlegen das Ellipsoid 
in Schalen, die von ähnlichen und ähnlich gelegenen EUipsoiden 
begrenzt sind. Die Schale, deren Halbachsen die Werte at, 
htj et haben, besitzt das Potential 



<i) 



rf F = 2« ahe fidt /-— 1^ .^ • 
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Die Größe q^ ist die kleinste Wurzel der Gleichung 

{^^ ^' -U - y — -4- '' - 1 

um das Potential des ganzen Ellipsoids zu erhalten, müssen 
wir von t ^0 bis t ^ 1 integrieren. 

Um die Variable t aus dem Integranden wegzuschaffen, 
setzen wir 

Q ^ fis 9a — fit . 
Es folgt 

(3) dr-2xabctdtf--^ '**^ -— _ ., 

^^ J ]/(«'-«) (6'- *)(c'-«)' 

Unter t ist die kleinste Wurzel dieser Gleichung zu verstehen. 
Den Wert von r, der dem Wert ^ — 1 entspricht, be- 
zeichnen wir mit ö. Mittelst partieller Integration ei^bt sich 
aus (3) 

F« ahcTt /-7^^ _ - - J 
J >/(a«-5)(6«- 



1 






t)(c» — r) d« 



In dem zweiten Integral rechts ersetzen wir fi durch seinen 
Wert (4) und führen an Stelle von ^ r als Integrationsvariable 
ein. Der Gleichförmigkeit wegen schreiben wir dann s statt r. 
Dem Wert ^ = 1 entspricht r =» <y, für ^ =» wird r negativ 
unendlich. Wir erhalten daher 
a 

(5) V-abcx fh _ . . *' .?''_ _ 

z* -| ds 



Die obere Integrationsgrenze (J ist die kleinste Wurzel der 
Gleichung 



Daröge -Maarer, elliptisohe Funktionen. 6. Atill. X3 
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Wenn der Punkt xyz innerhalb des Ellipsoids liegt, so ist in 
dem Integral (5) die obere Integrationsgrenze » zu setzen. 
Auf den leicht zu führenden Beweis wollen wir der Kürze 
wegen nicht, eingehen. 



Das sphärische Pendel. 

§ 80. Die Differentialglelchiingen des Problems* 

Unter einem Pendel versteht mto bekanntlich einen schweren 
Körper^ der an einem Faden von geringem Gewicht aufgehängt 
ist, und in Bewegung gesetzt unter dem Einfluß der Schwere 
Schwingungen ausführt. In erster Annäherung betrachtet man 
den schweren Körper als unendlich klein, den Faden als ge* 
wichtslos und vollkommen starr, den Aufhängepunkt als voll- 
kommen unbeweglich und man sieht überdies vom Einfluß des 
Luftwiderstandes und der Reibung ab. Unter diesen ver- 
einfachenden Aunahmen bezeichnet man den Apparat als 
mathematisches Pendel. Je nachdem die Bewegung in einer 
Ebene vor sich geht oder nicht, bezeichnet man sie als ein- 
fache oder als sphärische Pendelbewegung. Unter einem mathe- 
matischen Pendel versteht man demnach einen schweren materi- 
ellen Punkt, der gezwungen ist, sich auf einer Kugel zu 
bewegen. 

Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem zu Grunde, 
dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt der Kugel ist; die 
;ef- Achse sei vertikal, die Richtung des wachsenden z gehe nach 
aufwärts. Den Radius der Kugel bezeichnen wir mit l. 

Die Koordinaten des materiellen Punktes genügen der 
Bedingungsgleichung 
(1) x'^ + y^ + z^^ P 

und es gelten für sie die DifiTerentialgleichungen 
Das Prinzip der lebendigen Kraft liefert das Integral 
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Für die xy-Ehene gilt das Prinzip der Erhaltang der Flächen. 
Es liefert das Integral 

/,v dy dx 

(4) ''dt -Vit-'- 

An Stelle der Koordinaten xy fahren wir Polarkoordinaten 
ein; wir setzen 

x = r coB<p y -= r Bm<p. 
Aus (1) folgt 

(5) r» + «« - P. 
Ans (3) folgt 

W ©'+H(^)V(|D*-*-2,. 

nnd ans (4) folgt 

Eliminieren wir mittelst der Gleichnngen (5) und (7) ans 

(6) die Größen r nnd y, so erhalten wir für ß die Differential- 
gleichung 

(8) '* (äO*° ^^* - ^*) (* - 2^*) -'^' f('^ • 

Ans dieser Gleichung folgt, wenn wir von dem später zu be- 
sprechenden Fall, daß z konstant ist, absehen: 



'-ß 



*ldz 
und aus (7) und (8) folgt, wenn wir die Zeit eliminieren 






Wir können demnach die Zeit t durch ein elliptisches 
Integral erster Gattung, den Winkel cp durch ein Integral 
dritter Gattung ausdrücken. Als unabhängige Variable er- 
scheint in beiden Fällen der Abstand e des bewegten Punktes 
von der Horizontalebene, die durch den Mittelpunkt*der Kugel 
geht. Um das mechanische Problem vollständig zu erledigen, 
müssen wir aber die beiden Größen js und tp als Funktionen der 
Zeit darsteUen. Wir haben es also mit einem ümkehrproblem 
zu tun. 

18* 
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§ 81. DarstoUimg der OhröBa z als Funktioa der 
Zeit. Um vorerst Fallnnterscheidungen zu yermeideii; schließen 
wir zunächst den Fall aus, daß die in der Gleichung (7) vor- 
kommende Konstante c verschwindet, und wir schließen ferner 
den Fall aus, daß die Oröße z konstant ist. 

Nehmen wir an, zur Zeit t^ verschwinde die Vertikal- 
komponente der Geschwindigkeit nicht; den zu dieser 2ieit 
stattfindenden Wert von e bezeichnen wir mit 0q. Aus unserer 
Annahme folgt, daß die Funktion 

(1) f(z) = (l*-z')(h-2gs,)-c' 
(Gleichung (8) des vorigen Paragraphen) 

für B '^ Zq einen von Null verschiedenen, positiven Wert be- 
sitzt. Für jer = 3t Z ist der Funktionswert negativ, folglich 
besitzt die Gleichung f{js) = eine zwischen + l und z^ und 
eine zwischen — l und z^ liegende reelle Wurzel. Für große 
Werte von z ist die Funktion positiv, folglich muß sie für 
einen Wert von Zy der > / ist, verschwinden. Die Gleichung 
f(z)^0 besitzt also drei reelle Wurzeln z^z^z^. Wir 
wählen die Bezeichnung so, daß 

(2) z^>l>Zi>Zo>z^>-l 

ist. Diese Ungleichungen schließen die Gleichheit aus; die drei 
Wurzeln sind also untereinander verschieden. 

Die Bahn, die das Pendel durchläuft, liegt, weil die 
Funktion f{z) nicht negativ werden kann, zwischen den Hori- 
zontalebenen z = z^ und z = z^. Zwischen den drei Wurzeln 
z^ und den Konstanten glhc bestehen die bekannten Be- 
ziehungen 

(3) z^+z^ + z^^-^^, 

(4) z^z^ + z^Zi + z^z^ l^ 

(^) ^ ^i^2^8=-— 27-- 

Aus (4) folgt, daß wenigstens die kleinste der drei Wurzeln 
— ^3 — negativ sein muß. Da die Wurzel Zy^ auf jeden Fall 
positiv ist, so schließen wir aus (5), daß die Wurzel z^ das 
entgegengesetzte Vorzeichen wie die Größe c* — Vh besitzt. 
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Ist diese Größe positiv^ so liegt die Bahn des Pendels ganz in 
der unteren Halbkngel. 

Wir setzen nnn 
(6) z^ax-^l 

nnd bestimmen die Eonstanten a nnd 6 so, daß 
(') (^)"4(a;-c0(a;-^)(:r-e,) 

ist. Wir erhalten mit Rücksicht auf die Gleichung (8) des 
vorigen Paragraphen 

^ ^ g ^g 

Wir genügen der Differentialgleichung (7), indem wir 

(9) x^piu) -^^-±1 

setzen. Die erste dieser Gleichungen läßt, weil die Funktion 
p{u) gerade ist, das Vorzeichen von u unbestimmt. Wir 
können deshalb festsetzen, es sei 

dt ^ ^■ 
Weil die Größe z zwischen js^ und 0^ liegt, so liegt x ^p{u) 
zwischen e, und 63, folglich ist die Differenz u — co^ einem 
reellen Wert kongruent. Indem wir die Zeit von einem Augen- 
blick an zählen, in dem sich das Pendel im tiefsten Punkt 
seiner Bahn befindet, können wir daher 

(10) u^t + o^ 

setzen. Wir erhalten demnach mit Rücksicht auf (6), (8) 
und (9) 

(11) z = ap{u) + b = ^fp(t + ü,3) + ^ • 

Den Werten ^ = 0, t^o^ entsprechen die Werte x ^ e^, 
z ^ z^ bzw. a; = 6^2, z ^ ^2? folglich ist 

^ ^ h — h h — h 

Nun ist (§ 52, Nr. 9) 
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folglich (§ 54, Nr. 9) 

Wir fOhren an Stelle der 0- Funktionen die Funktionen H 
und e ein. Zufolge § 55, Nr. 5 n. 10 und § 63, Nr. 20 bis 
24 ist 

«w J^^lE^ ■?(*) 

folglich 

Der Modul h hat den Wert 

(15) »_y5:f|_yö. 

Der Yertikalabstand e ist demnach eine periodische Funk- 
tion der Zeit; die Periode ist 

2© -2 r - - -^^ 

§ 89. Bertimiming des Winkel« g>. Aus der Glei- 
chung (7) des § 80 folgt mit Rücksicht auf die Gleichung (10) 
des vorigen Paragraphen: 

, cdt c r du du 1 

Wir denken uns die Achsen xy so gewählt, daß für ^ » 
«i » o, der Winkel tp ^0 ist und daß die Konstante c einen 
positiven Wert besitzt. Wir substituieren in die vorstehende 
Gleichung (s. Nr. 11 des vorigen Paragraphen) 

=* ap{u) + b 
und erhalten 

u 

(1) ^^ 2lJ lap{u) + b + l " äp(M) + 6 — ü ' 

*) Durch die Jacobischen Funktionen ausgedrüokt ist 
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Um die Integration ansfüliren zu können^ müssen wir die 
Nullpunkte der beiden elliptischen Funktionen 

j? — ; «. ap(u) + ft — Z und £r + Z = ap{u) + b + 1 

bestimmen. 

Die Größe l liegt zwischen den Wurzeln sf^ und e^, folg- 
lich liegt der entsprechende Wert von p(u) zwischen ej und 
e^, die Differenz u — (o^ ist daher einem rein imaginären Wert 
kongruent (§ 45). Für ;sr = i ist 

also 

/W = ± j^ »•• 

Wir können daher einen reellen Wert a derart wählen, daß 
{2) ap(ia + 0^) + b ==l und p'(ia + cdJ — v- i 

ist. 

Die Größe — Z ist < z^, folglich ist der entsprechende 
Wert von p(m) < ^ und der zugehörige Wert der Yariabeln u 
ist einem rein imaginären Wert kongruent. Wir können daher 
eine reelle Größe ß derart bestimmen, daß 

<3) apiiß) + 1=^-1 und p\iß)-^i 

ist. 

Substituieren wir die Werte (2) und (3) in (1), so folgt 

u 

/4^ 2m rr ip'(icc + <Ot)du ip'Jßßydu "l 

X'±J ^f~Jlp{u)-p{icc + w,) p(u)-p(iß)y 



Wir benatzen nun wieder die Formel (ygl. § 76, Nr. 19) 
Es folgt 



p(«f^ - 5(t* -w)- g(« + «.) + 25 W . 



2 « =- t T'-^^" ~ '" ~ ""'-^ ~ ^^" + *« + o»i) + 2g(ta + a>i) 

°" s: - 5(« - iß) + 5(m + i/j) - nm 



l) 

,,.. .,, . ,,.. . .^, -,,iß)]du. 

Wir können nunmehr die Integration ausführen und er- 
halten 
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(5) 2^-nos'^^:^};-y^^+2i[tiia+.,)-m]^ 

+ Eonst 
Die Integrationskonstante ist durch die Bedingung tp^O 
für u » (O3 bestimmt. Wir führen an Stelle der Yariabeln u 
die Variable ^ =* « — o, ein und setzen (§ 54, Nr. 10) 

<y (tt ± i/3) = (j (^ + CO, ± iß) — Konst C?» '<yj {t ± iß) , 
ö(u + ia + (Oi) ^ (f(t + G)^ + i€c) = Eonst. e*i^*6^(t + ia), 
tf(M— ta—coj = (y(^+ Oj— ia—2G)j) =« Eonst. e'?»'(y2(<-—ia—2c3j} 

= Eonst. ^nt- > »?.) ' <y^ (^ _ i^) ^ 
(§ 55, Nr. 3) 

C( ta + CDi ) =» — r; j r = ~' /- \ ~r ^i • 

*^ ' ^^ tf(ta + ö)i) tfi(»a) ^ 

Substituieren wir diese Werte in (5), so ergibt sich 

(6) 29 « ^ log -j-^^-^-^--_- .^ + 2i L^--.-^-^- - - .-^J t. 

Der Wert des Logarithmus ist so zu wählen, daß er fär 
^ = verschwindet. 

Es ist demnach keine additive Eonstante hinzuzufügen,, 
wenn dem Logarithmus der Wert beigelegt wird, der für < — 0* 
verschwindet. 

Sodann führen wir an Stelle der ^-Funktionen die ©-Punk- 
tionen ein. Wir erhalten (§ 55, Nr. 5 u. 10) 

^i) ^^-^ms,{t+ia)0if^if^+'^^lH,{iia) H{ip)r' 

Zähler und Nenner der zu logarithmierenden Funktion 
sind konjugiert imaginär, der Logarithmus hat deshalb einen 

rein imaginären Wert. Die logarithmischen Derivierten ^ . . " 
und -jjj^- sind ebenfalls rein imaginär. Folglich ergibt sich 

aus den Gleichungen (7), wie es sein muß, ein reeller Wert <p. 
Das erste Glied auf der rechten Seite der Gleichung (7) ist 
eine periodische Funktion mit der Periode 2cD|, das zweite 
Glied ist der Zeit proportional. Da auch der Vertikalabstand fs,. 
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als Funktion der Zeit betrachtet^ die Periode 2o^ besitzt ^ so 
kann man sich die Bewegung des sphärischen Pendels ana 
einer periodischen Bewegung und einer gleichförmigen Rota- 
tion um die xr- Achse zusammengesetzt denken. 

§ 83. Das einfttohe Pendel. Herlsontale Pendel* 
bewegnng. Wir haben bisher den Fall ausgeschlossen, daft 
die Konstante c (§ 80, Nr. 7) verschwindet. Nehmen wir nun- 
mehr an, es sei o«0. In diesem Fall ist tp konstant, die 
Bewegung geht also in einer Ebene vor sich. 

Die Differentialgleichung (8) des § 80 lautet in diesem Fall 

Der Quotient r- kann nicht < — l sein und wir dürfen auch 

den Fall, daß er =» — Z ist, ausschließen, denn in diesem Fall 
müßte jg den konstanten Wert — l haben, das Pendel bliebe 
also in der Ruhelage. 

Wenn ^ ^^ ^^^ ^^ haben wir 

-7 ^ 7 

ZU setzen (vgl. § 81). Das Pendel bewegt sich auf einem Kreis- 
bogen hin und her, der durch die Oerade z ^ z^ begrenzt ist. 

Wenn dagegen ö" ^ ^ ^^^} ^^ haben wir 

zu setzen. Das Pendel durchläuft einen vollen Kreis. Zwischen 
beiden Fällen steht als Grenzfall der Fall h'^2gl. Wir er- 
halten für diesen Fall die Differentialgleichung 

Wir setzen g ==^l cob^I; und wählen den W^inkel ^ so, daß 

~ sin * -^7 = + 4 ]/f sin« Y ^ cos ^ * 
ist. Es folgt 
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und hieraus 

tg J ^ =« tg } y6 ' . 

Die Integrationskonstante y ist der Anfangswert von ^. 
Das Pendel nähert sich dem höchsten Punkt der Kugel; ohne 
ihn je zu erreichen. 

Wir haben im § 81 auch den Fall ausgeschlossen, daß z 
konstant ist. In diesem FaU ist auch r konstant und aus 
-der Gleichung (7) des § 80 folgt, daß der Winkel (p der Zeit 
proportional ist. Das Pendel bewegt sich mit konstanter Ge- 
schwindigkeit in einem Kreis, der in einer horizontalen Ebene 
liegt. Aus der Gleichung (4) des § 81 ergibt sich, daß js 
negativ ist, daß also der Kreis unterhalb des Mittelpunkts der 
Xugel liegt. 

Rotation eines KSrpers nm seinen Schwerpunkt. 

§ 84. Die kinematisoheii Olelohimreii.*) Wir unter- 
suchen die Bewegung eines starren Körpers unter der Voraus- 
setzung, daß auf den Körper keine Kräfte wirken und daß sein 
Schwerpunkt festgehalten wird. Auf diese Aufgabe laßt sich 
bekanntlich eine etwas allgemeinere zurückführen. Die Be- 
wegung eines freien starren Korpers, auf den nur die Schwere 
wirkt, kann man sich aus zwei Bewegungen zusammengesetzt 
denken: aus einer Bewegung, bei der jede Gerade, die zwei 
Punkte des Körpers verbindet, sich selbst parallel bleibt — 
diese Bewegung ist durch die Bewegung des Schwerpunkts 
vollständig bestimmt — und aus einer Rotation des Körpers 
nm seinen Schwerpunkt, bei der dieser als festliegend gedacht ist. 

um die Bewegung des Körpers analytisch darzustellen, 
beziehen wir seine Punkte auf zwei rechtwinklige Koordinaten- 
systeme, deren Anfangspunkt der Schwerpunkt des Körpers 
ist. Das erste derselben liege im Räume fest, das zweite sei 
fest mit dem Körper verbunden. Mit xyz bezeichnen wir die 
Koordinaten eines Punkts des Körpers in Beziehung auf das 



•) Vgl. Kirchhoff, Mechanik 6. und 6. Vorlesung. 
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erste Koordinatensystem; |ijg seien die Koordinaten desselben 
Punkts in Beziehung auf das zweite. Die beiden Koordinaten- 
systeme sind durch eine orthogonale Substitution verbunden. 
Wir setzen 

^««iJ + »12^ + 0186; 

(1) y = «ti6 + «8f^ + «MS; 

Die Substitutionskoeffizienten genügen den bekannten Glei- 
chungen 

s 3 

(2) 2'«^'V-(J)' ^«.^«»/."(i) a,<t-l,2,3)*) 

Wir nehmen an^ die beiden Koordinatensysteme seien 
gleich orientiert unter dieser Voraussetzung ist die Sub- 
stitutionsdeterminante 

(3) ^±a„«M«M- + l**) 

und es bestehen die Gleichungen 

/^x f «11 «81 - «1I«»1 — »88 ; «18«tl — «11 «18 "- «82 f 

\ «U«Ä8— «18«M=«81- 

Hierzu kommen zwei analoge Gleichungssysteme^ die sich 
durch zyklische Yertauschung des Indizes ergeben. 

Die Koordinaten ^i^^ hängen nicht von der Zeit ab, da- 
gegen sind die Koordinaten x, y, z und die Substitutions- 
koeffizienten a^^ Funktionen der Zeit i. Nach t genommene 
Differentialquotienten bezeichnen wir in üblicher Weise durch 
Akzente. 

Aus den Gleichungen (2) ergeben sich Bedingungsglei- 
chungen zwischen den Deriyierten der Substitutionskoeffizienten. 
Wir können sie in folgender Form schreiben: 



*) Das Symbol ( j bedeutet 1 oder 0, je nachdem die Indizes X, f^ 

gleich oder ungleich sind. 

**) Wären die beiden Koordinatensysteme nicht gleich orientiert, 
also nicht zur Deckung zu bringen, so wäre die Substitutionsdetermi- 
nante = — 1. 



284 § 85. Die Differentialgleichniigen dei ProblemB. 

V V P 



(5) 



Die eben eingeführten Größen a^a^cc^ haben eine einfache 
mechanische Bedeutung: es sind die Komponenten der zur 
Zeit t stattfindenden momentanen Drehung des Körpers ge- 
schätzt nach den Richtungen^ die die mit dem Körper fest 
yerbundenen Koordinatenachsen gi^^ zu dieser Zeit besitzen. 
Die Kosinusse der Winkel, die die Momentanachse mit diesen 
Richtungen büdet, sind zu den Größen a^cc^a^ proportional. 

Wir multiplizieren die Gleichungen (5) 

V V P 

beziehungsweise mit (^xi^xi^n ^^^ addieren sie dann; es folgt 
mit Rücksicht auf (2) 

aii« axsccz— axscci 
und hieraus durch zyklische Vertauschung der Indizes 

aij= axicci — axitts, 



(6) 



Die drei Reihen von Substitutionskoeffizienten a^nCtiiCCxt 
{X^ly2,3) genügen demnach demselben System linearer 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 

§ 8B. Die Diftorentialgleiohimgen das Problenui. 

Die lebendige Kraft des Körpers ist 

(1) T^if{x'' + y'' + z'^dm, 

wo dm ein Massenelement des Körpers bedeutet. 

Auf Grund des Hamiltonschen Prinzips erhalten wir die 
Differentialgleichungen der Bewegung, indem wir zum Aus- 
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druck bringen, daß die Variation 



dfldt 



<0 

fOr alle mit den Bedingungen des Systems yerträglichen Vari- 
ationen der Koordinaten yerschwindet. Im vorliegenden Fall 
ist es aber unnötig; diese Rechnung durchzuführen , da wir 
sofort Tier Integrale dieser Differentialgleichungen angeben 
können. Eines derselben ergibt sich aus dem Satz von der 
Erhaltung der Kraft 
<2) 2T«Ä. 

Die drei anderen liefern die Flächensätze 



<3) 



f{yz — ey') dm = c^ 
J\ssx — xz') dm =« c^ 
f{xy-yx')dm^c^. 



In diesen Integralen müssen wir nun an Stelle der Koor- 
dinaten xyZy die sich auf ein im Baum festes Koordinaten- 
system beziehen, die Koordinaten gi^g einführen, deren Achsen 
mit dem Körper fest verbunden sind. 

Über die beiden Koordinatensysteme haben wir bisher 
noch keine nähere Bestimmimg getroffen; wir wollen nun fest- 
setzen, das Koordinatensystem xyz werde so gewählt, daß die 
in den Flächensätzen vorkommenden Konstanten c, und ^ ver- 
schwinden und daß c^ positiv ist. Die Richtung der wachsenden 
e kann nach Belieben festgesetzt werden. Ist dies geschehen, 
so ist das Koordinatensystem bis auf eine Drehung um die 
;er-Achse bestimmt. 

Die Achsen des zweiten Koordinatensystems ^i^g lassen 
wir in die Hauptträgheitsachsen des Körpers fallen; genauere 
Bestimmungen über die Zuordnung werden wir im nächsten 
Paragraphen treffen. Für zwei von den Achsen können wir 
die positive Richtung nach Belieben festsetzen, für die dritte 
ist diese Richtung durch die Bedingung bestimmt, daß die 
Achsen i^rii ebenso orientiert sein sollen wie die Achsen xyz. 
Infolge dessen können wir uns so einrichten, daß zu einer 
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bestimmten Zeit t^ zwei von den Großen c^e^c^s ein Tor- 
gesckriebenes Vorzeichen besitzen. 

Zufolge der getroffenen Bestimmung ist 

(4) fritäm^-O fUdm^O y|i?rfm=«0. 

Wir setzen 

/(,« + g«) rfm = P, fit* + S») dm - P, 
ßV + v')dm = P,. 



(5) 



Aus (1) folgt mit Rücksicht auf die erste Gleichung des vorigen 
Paragraphen 

2T-/[«J + a;,r, + a;,g)' + KJ + <V + «.',5)* + 
Wegen (4) ist demnach 



(6) 



2^ -^<!ß'dfn +^a;*ß'dm + '^a[lß*dm. 

Nun folgt aus den Gleichungen (2) und (6) des vorigen Para- 
graphen 

Führen wir diese Werte in (6) ein, so ergibt sich mit Rück- 
sicht auf (2) und (5) 

(7) P,«,« + P,V+P,«,* = A- 

Ans der ersten Gleichung des vorigen Paragraphen folgt femer 
mit Rflcksicht auf (4) 

/(ye-zy') dm -/[(oji! + «2,1? + OjjS) (Oj'il + «,','? + <S) 

Aus den Gleichungen (4) und (6) des vorigen Paragraphen 
folgt nach einer leichten Rechnung 
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«si«8i — <^zi^n = «12 «2 + «18 «8 
«22«88 - «82«22 = «11 «l + «l««8 
«28«8S — «88«82 = «11«1 + «12«2- 

Führen wir diese Werte in (8) ein, so folgt mit Rücksicht auf 
(3) und (5) 

(9) -Pl«ll«l + -P2«12«2 + -P8«18«8 = q ^ 

und hieraus folgt durch zyklische Yertauschung der Indizes 

(10) -Pi«21«l + -P2«22«2 + ^8«28«8 « ^ = 

(11) PiOjl«! + ^2«82«2 + -P8«88«3 = C, - C . 

Multiplizieren wir die Gleichungen (9), (10) und (11) be- 
ziehungsweise mit CL^x^z^sx ^^^ addieren, so folgt mit Rück- 
sicht auf die Gleichung (2) des vorigen Paragraphen 

(12) P,a,^ca,, A==l,2,a. 
Wenn wir diese Gleichungen quadrieren und dann addieren,, 
so ergibt sich 

(13) PiS* + AV + P,V = c*- 

Setzen wir in den Gleichungen (6) des vorigen Paragraphen 
den Index X =• B und eliminieren wir mittelst (12) die Größen 
Cn^ti^s} 80 folgt 

A^-C-Ps-J*,)«,«» 

(14) P,<=(P,-P,)a3«, 

In diesen Gleichungen kommen nur mehr die drei Drehungs- 
komponenten «2 ^0^- 

§ 86. DamteUnng der Drehnngskomponenteii a^ . 

Aus den Gleichungen (7) und (13) des vorigen Paragraphen 

folgt: 

(1) P,(c' - hP,)a,' + P,{(^ - hP,W + PÄC' - hP,)a,' = 

Diese Gleichung läßt ersehen, daß die Momentenachse der 
Drehung in dem Körper einen Kegel zweiter Ordnung be- 
schreibt, dessen Achsen in die Tragheitsachsen des Körpers 
fallen. 
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Die drei Differenzen 
<2) c«-ÄPi c»-AP, c*-ÄP, 

können nicht alle dasselbe Vorzeichen besitzen. Wir wollen 
die Bezeichnung so wählen^ daß P, das mittlere Trägheits- 
moment ist und daß die beiden ersten Differenzen gleiche 
Vorzeichen haben. Je nachdem sie positiv oder negativ sind, 
haben wir die beiden Falle zu unterscheiden: 

I p,<p,<p, 

und 

n p,>p,>p,. 

Zufolge dieser Bestimmung liegt die £-Achse im Innern des 
Xegels (1). 

Im Fall I entspricht ihr das größte^ im Fall 11 das kleinste 
Trägheitsmoment. Der t/- Achse entspricht auf jeden Fall das 
mittlere Trägheitsmoment. 

Wir beschränken uns im folgenden auf den allgemeinen 
Fall: wir nehmen an, daß die Trägheitsmomente verschieden 
«indy daß keine der Differenzen (2) verschwindet und daß keine 
der Drehungskomponenten beständig gleich Null ist. Diese 
ausgeschlossenen FäUe bieten analytisch kein Interesse. 

Die Differentialgleichungen (14) des vorigen Paragraphen^ 
denen die Drehungskomponenten genügen, zeigen die größte 
Analogie mit den Differentialgleichungen 

-j — = cnt?dnv —^—^ — Qnvanv -^ = — fc'snvcnr 
av dv dv 

denen die Jaco bischen Funktionen genügen (§ 66^ Nr. 23 
und 24). 

um die beiden Systeme in Übereinstimmung zu bringen, 
setzen wir 

(3) v^n(t--t,) 

(4) a^ = (>i cn I? «j == Q^ snv a^ = Q^dnv. 

Substituieren wir diese Werte in die Gleichungen (14) des 
vorigen Paragraphen, so folgt 

1 P3ÄV8 = (J^2-^l)PlP.. 
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(6) P,P,P,k'n' = (P, - P,) (P, - PO (P, - Px)(>xP,P,. 

Substiiuieren wir die Werte (4) in die Gleichungen (7) und 
(13) des Torigen Paragraphen^ so folgt 

(7) Pi(>i» cn^t; + P^Qt* sn^t? + P.pj« dn^t; ^ h 

(8) Pi^pi* cn«t; + Pg^ft* sii'^ + AVs* dn«t; - c«. 

Um die Vorzeichen der Größen ng^Q^g^ zu bestimmen^ setzen 
wir fest: die Größe n sei positiv; die Richtungen der wachsenden 
I und i wählen wir sO; daß zur Zeit t ^t^ die Drehungs- 
komponenten a^ und a^ positive Werte besitzen. Zufolge 
dieser Annahmen sind die Größen q^ und p, positiv (4); die 
Größe Q^ ist — wie aus (6) hervorgeht — positiv im Fall I, 
negativ im Fall IL 

Drückt man in den Gleichungen (7) und (8) cn'v und 
dn' V durch sn' v aus, so erhält man die Gleichungen 



i'P.Q^ = P.p,« P,\,' + Jc'P.W = P,«(.,». 



(9) P^^'* + 

Aus diesen Gleichungen folgt 

(10) o»-Vp. (,?i--j>.i p«°±y p7(p:-j>.) «»«=y^p.--^) 

<^ii; K-y -(p^_p^)(p._^p^) Ä -^ (P,-P,) (c'-ÄP.)' 
Aus (5) folgt sodann 

(12) "=i/^^^-?:i^Sr— -• 

Die Quadratwurzeln sind sämtlich positiv zu nehmen. In dem 
Ausdruck für q^ entspricht das obere Zeichen dem Fall I, das 
untere dem Fall 11. 

Die Gleichungen (4) zeigen , daß die Momentanachse der 
Drehung eine periodische Bewegung ausführt, denn die Funk- 
tionen sni; cnt; dnt; besitzen die gemeinsame Periode 4f. 

4 TT 

Nach Ablauf der Zeit T = kehrt demnach die Momentan- 

n 

achse in ihre ursprüngliche Stellung im Körper zurück und 

die Komponenten der Drehung nehmen wieder dieselben 

Werte an. 

Dnr&ge-Manrer, elliptitohe Funktionen. 5. Anfl. 19 
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§ 87. Dantellnnff der SnbBtitationBkoefBxieiitona^^. 

Von den neun Substitutionskoeffizienten a;^ sind drei durch 
die Gleichungen (12) des § 85 bestimmt 

jp p p 

(1) ^1=7«! «82=^02 «88=7«8- 

Die übrigen sechs Koeffizienten lassen sich rational durch diese 
und eine komplexe Größe 

(2) Z = Ojj + i(h$ 
ausdrücken. Es ist nämlich 

«l8+*OlS «A + oA 

=- -~ -ÄJ * " (§ 84, Nr. 2 und 4) 

folglich 

(3) X = a,, + ia,, = - ^^^''" Z. 
Analog ergibt sich 

(4) r=a„ + ia,, = -'^-^^^?^Z. 

l «88 

Aus den Differentialgleichungen (6) des § 84 folgt 
Wir substituieren die Werte (1) bis (4) und erhalten: 



d logj^ 
dt 



^ 1 - a,»,[~" P, (^81^3 "" ^'^S») «82 +^(«88 0^88 + *«8l) Oäi] 

P,A "l~aV, "^1- «äVP, "^pJ' 
Aus den Gleichungen (7) des § 85 folgt mit Rücksicht auf (1) 
«8*1 , «Ä _ A _ ^A _ ÄJ^ "Tlf* o- lz"3'» 

Pl ^ P, " c« P, ~ C«P, "^ P, 

Wir substituieren diesen Wert in die vorhergehende Gleichung 
und führen an Stelle der unabhängigen Yariabeln t die Vari- 
able V ^ n(t — tQ) ein. Es folgt 

{f<\ ^Mj^ ^ c{F, -~P,) _a«, a„ «8_8 , ,- ÄP, - c* _ 1 . c 

W f/t? nP,P, 1-ai, "^ * ncP, 1 — a,*,"^ nP, 
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Die rechte Seite dieser Gleichung müssen wir nun durch ellip- 
tische Funktionen ausdrücken. 

Aus der Gleichung (4) des vorigen Paragraphen folgt mit 
Rücksicht auf (1) 
(6) l-ai = l-^%,«dn«t;. 

Wir bestimmen nun eine Größe Vq durch die Gleichung 

(7) d-.-fi7;=^V^rl^ 

(Gleichung (10) des vorigen Paragraphen). 

Aus dieser Gleichimg folgt mit Rücksicht auf die Gleichung 
(11) des vorigen Pari^aphen 

und 

cn«t;o«l~sn»t;o-p;(p;^-^. 

Die Gb-öße sn v^ ist rein imaginär^ die Größen dn v^ und 
cn t?o sind reell. Wir können demnach der Gleichung (7) 
durch einen rein imaginären Wert v^ ^ iw genügen (vgl. § 66^ 
Nr. 19) und können w positiv und < K' annehmen. Unter 
dieser Annahme ist cn iw positiv und sn iw positiv imaginär. 
Wir setzen also 



(8) 






dniM; = c'|/jr^'._J^^^. 

Die Quadratwurzeln sind positiv zu nehmen. 

Aus den Gleichungen (8) folgt mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (10) und (11) des vorigen Paragraphen 

(9) Eih — fi-^., ?..?._ ±jfc«°'«', 5l?.= V-. 

^ / c QSiMo^ c -^ antw' e autw 

Das obere Zeichen auf der rechten Seite der zweiten Glei- 

chung entspricht wieder dem FaU I^ das untere dem Fall ü. 
Aus den Gleichungen (1) und den Gleichungen (4) des 

vorigen Paragraphen folgt nun 

y^ y^^ . , an iw cnv , cn »«7 buv dnv 

19'' 
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Aus den Gleichungen (9) folgt mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (10) und (11) des vorigen Paragraphen: 

"+■*'' ^ dniw Q, • P, ± K P,(P,-P,)(c«-ÄP,)• 

Die Wurzel ist positiv zu nehmen; es ist also 

y(AP,-c»)*-±(AP,-c») 
zu setzen. 

Wir erhalten demnach mit Rücksicht auf die Gleichung 
(12) des vorigen Paragraphen 

__ ., j sn iw cn iw ÄPj — c* 

an tw nP^ 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf (10) 

/H-ts • ÄPj — C* 1 -U I.» '^'^ *^' ^^ *'"' *^ **<' 

^ ^ ncP^ 1 — «§8 ~" dn'tw — dn't; 

Um den reellen Teil der rechten Seite von (5) durch 
elliptische Funktionen auszudrücken ^ bemerken wir, daß der 
absolute Betrag (2) 

ist. Folglich ist die reelle Größe 

e(P,-P ,) a,,a,,a,s _ l^d\og{l^^ ^ i d\og{dn'iw -dn*v) ..^. 
nP^P^ 1— a|3 2 dv 2 dv ^^^^ 



oder 

c 

nP^ P, 1 — a|jj ~~ dn' iw — dn* v 

Substituieren wir die Ausdrücke (11) und (12) in (5), so folgt 



.Jg. cC^-^Pi) «81 «a,«,» ^ *^nt;cn«dni; 



(13) 



d log Z 2 2 sn t7 cn « dn t7 ± sn iw cn t tr dn iw 
dv dn*tM? — dn't? 



Die Funktion f{v) ist eine doppelt periodische Funktion 
der Variabein v mit den Perioden 2K und 2iK\ Für t;«=Fi«c; 
werden Zähler und Nenner von f(v) zur ersten Ordnung Null^ 
der Quotient bleibt stetig. Dagegen wird die Funktion für 
t; « -j- it<; zur ersten Ordnung unendlich. Für t; = iK' wird 
jede der Funktionen sn «?, cn v, dn i; zur ersten Ordnung un- 
endlich, die Funktion f(v) wird also ebenfalls zur ersten Ord- 



V 

\ 



§ 87. Barstellang der SnbBtitiitionBkoeffizieiiten a^ . 293 

nnng unendlich. Die Punkte iK' und ± iw sind die einzigen 
ünstetigkeitspunkte der Funktion f{v) im fundamentalen Pe- 
riodenparallelogramm. Die doppelt periodische Funktion f(v) 
ist also Yon der zweiten Ordnung. Wegen 

^lim (t; - ilTO ^"^^^ = 1 (vgL§66,Nr.l5) 

ist das dem Punkt v =» iK' entsprechende Residuum — 1, das 
dem Punkt v ^ ± iw entsprechende Residuum ist daher + 1. 
Die doppelt periodische Funktion 

H'jv^iw) _ Ö'(t?) 
II{v + iw) e(v) 

besitzt dieselben ünstetigkeitspunkte wie die Funktion f(v) und 
den ünstetigkeitspunkten iK' und ± iw entsprechen die Re- 
siduen — 1 und -f- 1. Folglich ist die Differenz 

(14) /•(«)_ ^>f4t + giE) = Kon8i 

Um die Konstante zu bestimmen^ bemerken wir, daß 

r>//\\ i Ä;* 811 iw cn iw dnitc -r- d »^<^ ^ *«^ 

' ^ ^ — k* an* itc an iw 

ist. Nun ist 

d log snv cn r dn t7 -ff' (t?) ö'(t?) 

" d'v BDV~ " ^'[vj "" ~e(v) ' 

also 

/ W — -1- 'H{iw) ^ e{iw) ' 

Setzen wir in (14) t? = 0, so folgt mit Rücksicht auf die 
Torstehende Gleichung 

Konst. = 4- -£»-/•"(-• 
Wir erhalten also 

Wir substituieren diesen Ausdruck in (13) und setzen zur 

Abkürzung 

. c . &{iw) 
nP, -^ ö(tM?) 

Der Quotient -^-. ist eine ungerade Funktion, die für reelle 

Werte des Arguments reelle Werte annimmt, folglich ent- 
sprechen rein imaginären Werten des Arguments rein ima* 
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ginäre Funktions werte. Daraas folgt , daB die Konstante m 
reell ist. 

Die Integration der Gleichung (13) ergibt 

(16) Z=Kon8t.^--?(*^51«'). 

Es erübrigt, die Integrationskonstante zu bestimmen. Wir 
erinnern daran, daß wir das Koordinatensystem xyz nur bis 
auf eine Drehung um die je? -Achse bestimmt haben. Wir 
wollen nun festsetzen, zur Zeit t^ stehe die y-Achse auf der 
g-Achse senkrecht und die a;-Achse bilde mit der g-Achse 
einen spitzen Winkel. Es ist also für t ^^^ t^y v ^ (§ 84, 
Nr. 1) 

fljg = und Z « a|8 
reell und positiv. 

Für r - ist daher (10) 

^ I i/i~ f .j Bniw .Hi(0) HOiw) 

Z^ + yi ~ als = asi — — ?A; ^-.— = — t -^^ ^\. ; - 
' ^ ^ dntw O{0) Öi(»tr) 

Aus (16) folgt für t; = 

Der Vergleich gibt 

Konst. =- ± i 3'}^^ . 

Wir erhalten demnach (16) 

§ 88. ZnsammensteUung der Formeln. Durch die 
Gleichungen (3), (4),- (10) und (17) des vorigen Paragraphen 
ist die Aufgabe, die Substitutionskoeffizienten a^^^ als ein- 
wertige Funktionen der Zeit darzustellen, gelöst. Wir wollen 
aber den Formeln (3) und (4) noch eine elegantere G-estalt 
geben. Substituieren wir die Werte (10), so folgt: 

r^ N X ' ., an t ti7 cn V dn t? + cn iw dn itc sn v 

^^ Z ~ ^'^ "^ dn«$M? — dn't? ' 

/o\ Y T + cn * M7 an t? dn t? — sn itc dn iw cn v 

W -^ — Ä di^Ttc — dn«!; • 

Die Funktion -^ besitzt, ebenso wie die Funktion sn v, 
die Perioden 4K und 2iJE" (§ 66, Nr. 10) und sie ändert eben- 
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falls nur ihr Vorzeichen, wenn die Variable v um 2K wächst 
(§ 66, Nr. 7 bis 9). Folglich besitzt die Funktion 

f{v) = -^ sn (v =F iw) 

die Perioden 2K und 2iK\ Die Funktion f(v) bleibt in den 
Punkten v — iw und v =^ — iw, den Nullpunkten der Funk- 
tion du* iw — du* t7, stetig und sie bleibt auch im Punkt 
v = iK\ dem Unstetigkeitspunkt der Funktionen snv, ciit?, 
dn V stetig. Sie könnte im fundamentalen Periodenparallelogramm 
daher höchstens im Punkt v ^ ±iw + iK' unstetig werden; 
da es aber keine doppelt periodische Funktion erster Ordnung 
gibt, so muß sie auch in diesem Punkt stetig bleiben und 
demnach einen konstanten Wert besitzen. Setzen wir t? => 0, 
so folgt (1) 





fiv)' 


=m 


-- 


ik sn iic 


■ + 9nito ■= ±-j 


Folglich 


ist 










(3) 


X 
Z 


'i*m 


"(»? 


7w) ~ ^ 


.8,(0) Ö(»qi»ir) 



Y 
Die Funktion y (2) besitzt ebenso wie die Funktion cnv 

die beiden Perioden 4:K und 4if und sie ändert ebenfalls 
nur ihr Vorzeichen, wenn die Variable v um 2K oder 2iK' 
wächst (§ 66, Nr. 7 bis 9), folglich besitzt die Funktion 

'^^^ Z dn (v ip iw) 

die beiden Perioden 2K und 2iK'. Man beweist leicht, daß 
diese Funktion im fundamentalen Periodenparallelogramm nicht 
mehr als einen Unstetigkeitspunkt besitzen kann, und schließt 
daraus, daß sie konstant ist. Für t; = ergibt sich 

/ W «* / W z:rk*e^üio' ' 'S7^ ^'^ k' 
Hieraus folgt 

^^ Z "^ k fln (v + *i6') "^ H^ (0) "Ä(r q= »w) ' 

Aus den Gleichungen (3) und (4) folgt mit Rücksicht auf 
die Schlußgleichung des vorigen Paragraphen: 
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(b-) X-a 4-ta „ ^«.».«»«(«'T<«') 
(6) F - «,, + ia„ »6"»' ?f^i^. 

^ '^ WIM Oi(»«7)Ö(t?) 

Wir stellen die Formeln ^ zu denen wir gekommen sind, über- 
sichtlich zusammen. 

Die Bezeichnung ist so gewählt, daß P, das mittlere 
Trägheitsmoment ist, und daß die beiden Größen (?—hP^ und 
c*— äPj dasselbe Vorzeichen besitzen. Im Fall 

I. p,<p,<p, 

sind sie positiv, im Fall 

II. P,>P,>P, 

sind sie negativ. Im ersten Fall gelten die oberen, im zweiten 
die unteren Vorzeichen: 

j. i/(J^"- p7kS'Ä-«'' ) „ _-i/(P.-P.)(c»-fcP,) 

*-K (p,-p.)(c'-ÄP,) " y p^piPt 

"^^wp.^Bid «-»(<-«.) 

x-a +ta ^ ^■m. gi(0)»(«' T«-«') 
-^ - «II + *«ji - «■ e,(.-tt) B{v) 

_ d nt? ^( tw) Oliv) 

^^ ~ "du tw ^ e,{iw)9{v) ' 

Die Drehungskomponenten haben die Werte 

c c c 

«1==^«81 «S = ;^«89 «8 = jr«8«. 

Während die Bewegung der Momentanachse der Drehung 
periodisch ist, ist die Bewegung des ganzen Körpers nicht 
periodisch. Man kann sie aber aus zwei periodischen Be- 



§ 88. Znsammenstellimg der Formeln. 297 

wegungen, deren Perioden Terschieden sind, zusammensetzen« 
Man übersieht dies am besten^ wenn man neben dem im Baum 
festen Koordinatensystem xyz und dem mit dem Körper ver- 
bundenen Koordinatensystem ^ri^ noch ein drittes Koordinaten- 
system x^y^z^ einführt, das sowohl im Raum als auch im 
Körper beweglich ist. Wir definieren dasselbe durch die 
Gleichungen 

(7) x + iy^ ^"^^x^ -h iy^ z ^ ß^ 
und setzen 

(8) Ol, + ta,, = e""(6,, + »6,^ a,i-&si (A»l,2,3). 
Die neun Substitutionskoeffizienten h^^ sind periodische Funk- 
tionen der Yariabeln v mit der gemeinschaftlichen Periode A^K, 

Aus den Gleichungen (1) des § 84 folgt mit Rücksicht 
auf (7) und (8) 

iyi = (&11 + ^"^i) 6 + (6i2 + iK) n + (6i« + **M g 
ei-hi^ + hiV + Ki' 

Diese Gleichungen stellen eine periodische Bewegung mit der 

4. TT 

Periode T = -- dar; die Gleichungen (7) stellen eine gleich* 

förmige Drehung um die jet- Achse mit der Periode T^=^ — 
dar. Die Bewegung des Körpers läßt sich demnach aus einer 
periodischen Bewegung in Beziehung auf das als im Raum 
fest gedachte Koordinatensystem x^y^Zy^ und einer gleichförmigen 
Drehung dieses Koordinatensystems um die jgr-Achse zusammen- 
setzen. Die Perioden der beiden Bewegungen sind im all- 
gemeinen inkommensurabel. 



(9) {^^ + 



Siebenter Abschnitt. 

Sätze aus der Grnppentheorie. 

In den zwei letzten Absclinitten werden wir uns mit der- 
Theorie der Teilung und Transformation der elliptischen Funk- 
tionen und mit der Theorie der sogenannten ,,ModuIfunktionen^ 
beschäftigen. Man kann diese Theorien nicht übersichtlich 
darstellen, ohne wenigstens von den Grundbegriffen der Gruppen- 
theorie Gebrauch zu machen. Wir wollen daher im folgenden 
diese Grundbegriffe kurz entwickeln. 

§ 89. Die Permntationen von n Blementen. Sub- 
stitutionen. Aus n gegebenen Elementen 

x^x^ ' ' ' x^ 
können bekanntlich n! == 1 • 2 • 3 • • • w yerschiedene Permu- 
tationen gebildet werden. Wir wollen diese Zahl mit N^ die 
yerschiedenen Permutationen mit 

bezeichnen. Die Operation^ durch die eine Permutation in eine 
andere übergeführt wird, bezeichnet man als „Substitution". 
Einer jeden der N — 1 Permutationen P^P^ • - - P^.^ entspricht 
eine Substitution /S;^ (A = 1, 2, . . ., ^— 1), die die gegebene 
Permutation P in die Permutation P^ überführt. Es ist 
üblich, eine Substitution S;^, die die Elemente ^1^2 • * ^„ bzw. 
durch die Elemente x^x.- - - Xj^ ersetzt durch die symbolische 
Gleichung 



zu charakterisieren. 



(X\ Xa ' ' • X- \ 
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Um auch der Anfangspermutation P eine Substitution 
zuzuordnen; fügen wir zu den ^ — 1 Substitutionen S^ noch 
eine weitere Sq hinzu und setzen fest^ daß diese jedes Element 
an seinem Platz lassen soll. Diese Substitution nennt man 
die „identische" Substitution. 

Führen wir zuerst die Substitution S^ und dann die Sub- 
stitution S^ aus, so erhalten wir eine neue Substitution S^, 
Man deutet die Zusammensetzung der Substitution 8^ aus den 
beiden Substitutionen S^ und S^ durch die symbolische öleichung 

an und bezeichnet S^^S^ als „Substitutionenprodukt". 

Für Substitutionenprodukte gilt offensichtlich 
das assoziative Gesetz: 

Man kann daher die Klammem weglassen und das Produkt 
der drei Substitutionen durch Sj^S^S^ bezeichnen. 

Dagegen gilt für Substitutionenprodukte im all- 
gemeinen nicht das kommutative Gesetz: Die Reihen- 
jFolge^ in der die Substitutionen auszuführen sind, davf im all- 
gemeinen nicht geändert werden. 

Betrachten wir beispielsweise die beiden Substitutionen 

S.-h'"''"') und S, -('''''''')• 
In diesem Fall ist 

Wenn zwischen zwei Substitutionen S^, S, die Beziehung 
S^S^^S^Si stattfindet, so heißen die Substitutionen ver- 
tauschbar. 

Zwei Substitutionen sind jedenfalls vertauschbar, wenn 
eine jede diejenigen Elemente auf ihrem Platz laßt, die von 
der anderen versetzt werden. 

Eine Substitution, die nur zwei Elemente vertauscht, alle 
übrigen aber auf ihrem Platz läßt, bezeichnet man als Trans- 
position. Jede Substitution läßt sich offenbar als Produkt 
von Transpositionen darstellen. 
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Wenn das Produkt zweier Substitutionen gleich der 
identischen Substitution ist, so nennt man sie zueinander invers. 
Die zur Substitution S inverse Substitution bezeichnet man 
mit S'^ dementsprechend bezeichnet man die identische Sub- 
stitution 

S^^SS-"^ mit 1. 

Aus dem Begriff des Substitutionenproduktes ergibt sich ohne 
weiteres der Begriff der Potenz einer Substitution mit posi- 
tivem ganzzahligem Exponenten; die wiederholte Anwendung 
der inversen Substitution führt zu Potenzen mit negativem 
ganzzahligem Exponenten. 

In der Reihe der Potenzen einer Substitution S 

8 S'S'"' 

kommt notwendig die identische Substitution vor. Da es 
nämlich nur N verschiedene Substitutionen gibt^ so können diese 
Potenzen nicht alle untereinander verschieden sein. Nehmen 
wir an, es sei £^ die erste in der Reihe der Potenzen, die 
einer der vorhergehenden gleich ist und zwar sei 

» S^ = S^ {k<ii). 

Aus dieser Gleichung folgt 

Den Exponenten der niedersten Potenz der Substitution S, die 
mit der identischen Substitution zusammenfallt, bezeichnet man 
als „Ordnung" der Substitution S, 

Der Exponent einer Potenz der Substitution S, 
die mit der identischen zusammenfällt, ist notwendig 
ein Multiplum der Ordnung r von S. Wäre nämlich 
S^i ^ 1 und q = xr + Q (0 < p < r), so wäre wegen S** =• 1 
auch 5^=» 1, also die Ordnung der Substitution S nicht =r 
sondern = q entgegen unserer Voraussetzung. 

Zu einem tieferen Einblick in die charakteristischen Eigen- 
schaften einer Substitution führt die folgende Betrachtung. 

Nehmen wir an, die Substitution S ersetze das Element 
x^ durch x^y x^ durch x^, x^ durch rr^ • • • Xj^_^ durch Xj^ und 
iPj durch x^. Sofern entweder k^n ist, oder wenn Ä < n ist^ 
die Elemente ^a+i ^a+j • • * ^« auf ihrem Platz bleiben, so nennt 
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man 8 eine zyklische Snbstitation und bezeichnet sie durch 
das Symbol 

Die zweite Potenz S^ ersetzt x^ durch rUj, x^ durch ^4, • • •, ä?*_i 
durch x^. Die dritte Potenz S^ ersetzt x^ durch x^^ rc, durch 
^6f' "y^k-i durch Xi. Die t-te Potenz S* läßt jedes Element 
an seinem Platz, ist also die identische Substitution. 

Die Ordnung einer zyklischen Substitution ist also gleich 
der Anzahl der Elemente, die der Zyklus umfaßt. 

Nehmen wir nun an, es sei A: < n, und die Substitution 
S ersetze x^^^ durch Xj^^^, x^^^ durch x^^^ • • • x^^^_j^ durch 
^*+*j ^k+h durch ic^^j. Es werde femer ^p^+ä+i durch 
^A+A+j7'-»^t+A+<-i durch x^^i^^i und x^^^^^ durch :r^+A+i 
ersetzt usw. Es ist einleuchtend, daß sich in diesem Fall die 
Substitution 8 als Produkt der zyklischen Substitutionen 

darstellen läßt. Eine jede dieser zyklischen Substitutionen 
läßt die Elemente auf ihrem Platz, die yon einer der übrigen 
versetzt werden, daher sind diese Substitutionen untereinander 
yertauschbar. Daraus folgt, daß sich die A-te Potenz der Sub- 
stitution 8 in der Form 

darstellen läßt. 

Damit eine Potenz der Substitution 8 keines der Elemente 
x^x^' ' ' Xj^ versetzt, ist erforderlich und hinreichend, daß ihr 
Exponent durch k teilbar ist. Sollen auch die Elemente 
^k+i^k+i' ' ' ^h ^^ ihrem Platz bleiben, so muß der Exponent 
auch durch h teilbar sein usw. Daraus folgt: 

Die Ordnung der Substitution 8 ist das kleinste 
gemeinschaftliche Multiplum der Ordnungen der zyk- 
lischen Substitutionen CjCgCg-*«. 

Wenn zwischen den Substitutionen 8^, S, und T die Be- 
ziehung 

8,^T-^8,T 
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besteht; so sagt man: Die Substitution S^ wird durch T in S^ 
transformiert. Aus der vorstehenden Gleichung folgt 

Es wird also S^ durch T~^ in S^ transformiert. 

Die Substitutionen S^ und S^ bezeichnet man als ähnlich. 
Aus der Gleichung 

folgt 

und analog ergibt sich allgemein 

Aus dieser Gleichung schließt man, daß ähnliche Substitutionen 
dieselbe Ordnung besitzen. 

Man kann femer leicht zeigen, daß ähnliche Substitutionen 
aus gleichviel Zyklen bestehen und daß entsprechende Zyklen 
gleichviel Elemente umfassen. Wir wollen hierauf nicht weiter 
eingehen. 

§ 90. Gruppen von Substitutionen. Es sei ein 

System G von r Substitutionen 

vorgelegt; das System habe die Eigenschaft, daß das Produkt 
aus zwei beliebigen Substitutionen des Systems ebenfalls dem 
System angehört, unter dieser Voraussetzung bezeichnet man 
das System als „Gruppe^'; die Anzahl r der verschiedenen Sub- 
stitutionen wird als „Grad" der Gruppe bezeichnet. 

Aus dem Begriff der Gruppe folgt, daß die sämtlichen 
Potenzen einer Substitution S;^ der Gruppe G ebenfalls der 
Gruppe angehören. Unter diesen Potenzen kommt auch die 
identische Substitution und die zu S^ inverse Substitution vor. 
Jede Gruppe enthält also die identische Substitution und die 
zu einer Substitution der Gruppe inverse Substitution. 

Im folgenden wählen wir die Indexbezeichnung stets so, 
daß der identischen Substitution der Index entspricht 

Das einfachste Beispiel einer Gruppe bilden die r ver- 
schiedenen Potenzen einer Substitution r-ter Ordnung. Die 
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Gesamtheit aller N Substitutionen, die sich auf n Elemente 
beziehen, bildet ebenfalls eine Gruppe. Ein weiteres Beispiel 
bieten die Vertauschungen von vier Elementen, die ihr Doppel- 
verhaltnis ungeändert lassen. Diese Gruppe umfaßt die vier 
Substitutionen 

So-1, 8^^{x^x^)(x^x^), S^^{x^x;){x^x;), S^-{^i^d{^%^z)' 

Die drei Substitutionen S^, S^^ S^ sind von der zweiten Ord- 
nung; sie sind vertauschbar und es bestehen zwischen ihnen 
die Relationen 

Wenn es unter den Substitutionen der Gruppe G wenig- 
stens eine gibt, die ein gegebenes Element — etwa x^ — durch 
ein beliebig zu wählendes Element ersetzt, so heißt die Gruppe 
transitiv; ist dies nicht der Fall, so heißt sie intransitiv. 

Wenn die Substitution 8^^ x^ durch x^ und die Substitu- 
tion 8^ x^ durch x^ ersetzt, so läßt die Substitution 8{~^8^ 
x^ an Stelle von x^ treten. In einer transitiven Ghuppe gibt 
es daher mindestens eine Substitution, die ein beliebig zu 
wählendes Element durch ein anderes beliebig zu wählendes 
Element ersetzt. 

Wenn die Gruppe G aus den Potenzen einer Substitution S 
besteht, so kann sie nur dann transitiv sein, wenn 8 eine 
zyklische Substitution w-ter Ordnung ist. Denn die Potenzen 
einer Substitution können nur die Elemente untereinander 
vertauschen, die demselben Zyklus angehören. Wir bezeichnen 
in diesem Fall G als zyklische Gruppe. 

Wenn eine intransitive Gruppe vorgelegt ist, so können 
wir die Elemente x^x^ . . . x^ derart in Systeme verteilen, daß 
durch die Substitutionen der Gruppe die Elemente eines jeden 
Systems untereinander vertauscht werden, daß aber kein Element 
eines Systems durch ein Element eines anderen Systems ersetzt wird. 

Transformieren wir die sämtlichen Substitutionen 8;^ der 
Gruppe G durch eine beliebige Substitution U, so erhalten 
wir ein neues System von Substitutionen 

T,^U-'S,U. (>l = 0,l,2,..,r-l) 

Diese Substitutionen bilden ebenfalls eine Gruppe r-ten 
Grades G'. Zunächst ist nämlich klar, daß verschiedenen Sub- 
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stitutionen S^ und S^^ der Ghruppe G yerschiedene Sabstitutionen 
T^ und T^^ der Gruppe G' entsprechen. Nehmen wir sodann 
an, zwischen den Substitutionen 8^^ S^, S^ der Ghruppe G be- 
stehe die Relation S^S^^^- S^, so folgt sofort 

Wir sagen in diesem Fall: die Ghruppe G wird durch die 
Substitution U in die Gruppe G' transformiert und drücken 
diese Beziehung durch die symbolische Gleichung 

G^'= U'^GU 
aus. 

Jeder Relation zwischen Substitutionen der Gruppe G 
«entspricht eine analoge Relation zwischen den entsprechenden 
Substitutionen der Gruppe G', Man bezeichnet deshalb die 
beiden Gruppen als isomorph. Vom Standpunkt der Gruppen- 
theorie betrachtet sind isomorphe Gruppen als nicht wesentlich 
Terscbieden anzusehen. 

§ 91. Untergruppen. Angenommen, eine Anzahl der 
Substitutionen der Gruppe G — etwa die Substitutionen 

(1) -So-i s, S,...Vi 

bilden für sich eine Gruppe V vom Grade q. Diese Gruppe f 
bezeichnet man als „Untergruppe" der Gruppe G. 

Es sei I\ eine Substitution der Gruppe G^ die nicht der 
Untergruppe V angehört. Die q Substitutionen 

<2) T„ S,T„ S,T,...S^_,T, 

sind alle untereinander verschieden. Wäre nämlich Sj^T^ ^S^T^, 
so müßte notwendig auch S^ = S^ sein. Die Substitutionen (2) 
Bind aber auch von den Substitutionen (1) verschieden. Zum 
Beweis nehmen wir einen Augenblick an, es sei S^2\=*/S^. 
Hieraus folgt T^^ Sj^^Sj^, Die Substitution T^ gehört dem- 
nach ebenfalls der Gruppe f an, entgegen unserer Voraus- 
setzung. 

Sofern die Gruppe G außer den Substitutionen (1) und 

(2) noch weitere enthalt, wählen wir aus diesen eine beliebige 
— T^ — aus und bilden die Produkte 

<3) T, S,r, S,T,...S^_,T,. 
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Man beweist wie oben, daß diese Substitutionen unter 
sich und yon den Substitutionen (1) verschieden sind. Um 
zu beweisen, daß sie auch von den Substitutionen (2) yer* 
schieden sind, nehmen wir an, es sei 

Hieraus folgt 

Da die Substitution S^r^S^^^ der Untergruppe f, angehört 
80 gehört die Substitution S^^S^T^ zu den Substitutionen (2) 
«ntgegen unserer Voraussetzung. 

Diese Schluß weise fortsetzend überzeugt man sich, daß 
der Qrad q der Untergruppe f ein Divisor des Grades r der 
Gruppe G ist. Es sei etwa r = äp. 

Wir ordnen nun die Substitutionen der Gruppe G in eine 
Tabelle von q Zeilen und q Spalten. 



1 


-Si 


S, 


■ ••S^-i> 


^x 


S,T, 


S,T, 


■■■S,_,T„ 


T, 


S,T, 


S,T, 


■■■S^-iI't, 



<4) 

'^q-l ^l^^-l ^8^2-1 ••• ^^-1^2-1- 

Diese Tabelle enthält alle Substitutionen der Gruppe G und 
«ine jede nur einmal. 

Eine beliebige Gruppe kann als Untergruppe der Gruppe 
betrachtet werden, die alle N Substitutionen umfaßt. Daher 
ist der Grad einer beliebigen Gruppe ein Divisor der Zahl 
JV^«1.2.3 -w. 

Der Grad einer Gruppe, die nicht alle Substitutionen 
umfaßt, ist daher höchstens ^ N. Eine Gruppe von diesem 
Grad gibt es in der Tat: sie besteht aus den Substitutionen, 
die sich als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen 
darstellen lassen. Man bezeichnet sie als „alternierende" Gruppe. 
Wir werden im nächsten Paragraphen auf diese Gruppe zurück- 
kommen. 

Die Grade der Gruppen, die n Elemente umsetzen, die 
Ordnungen der Substitutionen, aus denen sie bestehen, imd die 
Ordnungen der Zyklen, aus denen sich die einzelnen Substitu- 

Daröge-Maurer, eUiptisohe Funktionell. 5. Aufl. 20 
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tionen znsammenBetzeiiy unterliegen erheblichen Beschränkungen. 
Auf die interessanten, für die Theorie der algebraischen Glei- 
chungen wichtigen Satze, die hierüber bestehen , können wir 
nicht weiter eingehen. 

Die Gesamtheit der Substitutionen, die zwei Gruppen G 
und H gemein haben, bilden, wie sich unmittelbar aus dem 
GruppenbegriflF ergibt, eine Gruppe f und diese Gruppe ist 
sowohl Untergruppe yon G als auch von B. Analoges gilt 
für die Substitutionen, die mehreren Gruppen gemein sind. 

Die Untergruppe f wird durch alle Substitutionen der 
Gruppe G, die in derselben Zeile der Tabelle (4) stehen, in 
dieselbe Gruppe transformiert (vgL den vorigen Paragraphen). 
Es ist nämlich 

(s,rj-^r(s,T,) = T^-\Sr'rs,)T^. 

Die Untergruppe f wird durch die ihr angehörende Substitution 
S;^ in sich selbst transformiert, folglich ist, wie zu zeigen war 

Indem wir die Untergruppe f durch alle Substitutionen der 
Gruppe G transformieren, erhalten wir also höchstens q ver- 
schiedene Gruppen 

die sämtlich Untergruppen der Gruppe G sind. Man be- 
zeichnet sie als „gleichberechtigte" Untergruppen. Sind sie 
alle unter einander identisch, so nennt man die Gruppe f 
„ausgezeichnete'' Untergruppe. Eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe der Gruppe G wird also durch alle Substitutionen der 
Gruppe G in sich selbst transformiert. Eine Gruppe heißt 
„zusammengesetzt" oder „einfach", je nachdem sie eine aus- 
gezeichnete Untergruppe besitzt oder nicht. 

Beispielsweise ist die Gruppe, die aus den Potenzen einer 
Substitution S besteht, einfach oder zusanunengesetzt, je 
nachdem die Ordnung r der Substitution S eine Primzahl oder 
eine zusammengesetzte Zahl ist. 

In letzterem Falle bilden die Potenzen 

deren Exponenten durch einen Divisor d von r teilbar sindy 
eine ausgezeichnete Untergruppe. 
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Eine ausgezeichnete Untergruppe f der Gruppe G ist 
auch ausgezeichnete Untergruppe jeder Untergruppe H von G, 
die alle Substitutionen von f umfaßt. 

§ 92. Die Ghmppe, die zu einer rationalen Funktion 
gehört. Wir betrachten nun die n Elemente x^x^- - - x„ als 
unabhängige Variable. Es sei (p eine bestimmte rationale 
Funktion dieser Variabein. 

Die Gesamtheit der Substitutionen^ die die Funktion ^ un- 
geändert lassen, bildet offenbar eine (Jruppe G. Wir be- 
zeichnen sie als die zur Funktion fp gehörige Gruppe. 

Es ist wesentlich zu bemerken, daß bei dieser Definition 
die Elemente als unabhängig variabel vorausgesetzt werden; 
eine Substitution der Gruppe G darf also den Wert der Funk- 
tion (p nicht ändern, welche Werte auch immer den n Größen 
Xj a^j • • • ic„ beigelegt werden, mögen. 

Eine symmetrische Funktion der Größen x^x^ - -- x^ bleibt 
bei allen möglichen Vertauschungen dieser Größen ungeändert; 
die zugehörige Gruppe um&ßt also alle N Substitutionen. 

Die Funktion 
A « (a^a - x^) (x^ - x,) • - - {x„ - x,) - 

ändert ihr Vorzeichen, wenn zwei der Größen x^x^ ' - • x^ ver- 
tauscht werden. Sie bleibt daher bei Anwendung einer Sub- 
stitution ungeändert oder ändert ihr Vorzeichen, je nachdem 
die Substitution aus einer geraden oder aus einer ungeraden 
Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt werden kann. 
Die zur Funktion A gehörige Gruppe ist somit die alter- 
nierende (s. den vorigen Paragraphen). 

Die Funktion q> == x^x^ + x^x^ bleibt bei Anwendung der 
folgenden acht Substitutionen ungeändert 

O7 = (X^X^X^X^) Oq = \X^X^X2X^). 

Man verifiziert leicht, daß jede andere Substitution den Wert 
von (p ändert. 

20* 
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Es sei r der Grad der Gmppe G^ die zu einer gegebenen 
Funktion q> gehört; mit 

bezeichnen wir die verschiedenen Substitutionen der Gruppe; 

N 
endlich sei — = S- Wie im vorigen Paragraphen gezeigt worden 

ist, können wir q Substitutionen 

To = 1 2\ T, • . • i;_i 

derart auswählen, dafi sich eine^ jede Substitution in der Form 

S,T^ (i = 0,l,2,...r-l;,t-0,l,2,...3-l) 

darstellen läßt (vgl. die Tabelle (4) des vorigen Paragraphen). 
Da die Substitutionen Si die Funktion tp ungeändert 
lassen, so ftihren die sämtlichen Substitutionen 

q) in denselben Wert q>^ über, die Gesamtzahl der Werte, die 
die Funktion bei Anwendung aller Substitutionen annimmt, ist 
demnach q. Man bezeichnet deshalb (p als „g-wertige^^ Funktion. 
Beispielsweise ist die oben angeführte Funktion 

(p -= Xj^X^ + x^x^ 
dreiwertig; es ist 

g)i = XiX^ + x^x^ und ip^ = ^1^4 + ^a^g- 

Die transformierte Gruppe G^ == T^"^GT^ läßt die Funk- 
tion 9^ ungeändert. Denn T^-^ führt 9^ in 9 über, G läßt 
9 ungeändert und T^ ersetzt q> wieder durch 9^. Zu den 
q Funktionen 

gehören demnach die gleichberechtigten Untergruppen 

G G, G,...G^_,. 

Sofern diese Untergruppen außer der identischen Substitution 
noch weitere Substitutionen gemein haben, so bilden diese 
eine Gruppe f. 

Bezeichnen wir mit S^ eine Substitution der Gruppe f, 
mit T eine beliebige Substitution. Auch die transformierte 
Substitution S^== T^^S^T gehört der Gruppe f an. Denn 
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die Substitution T"* bewirkt eine gewisse Permutation der 
Funktionen ^Vi(Pt''%-it di^ Substitution S^ laßt jede dieser 
Funktionen ungeandert und die Substitution T macht die 
durch T"^ bewirkte Permutation wieder rückgängig, folglich 
läßt auch die Substitution 8^ jede der Funktionen qP9?i9?2 • • • 
ungeandert und sie gehört deshalb zur Gruppe f. Die Gruppe 
r ist also eine ausgezeichnete Untergruppe der alle N Sub- 
stitutionen umfassenden Gesamtgruppe. Daraus folgt, daß die 
Gruppe r auch ausgezeichnete Untergruppe einer jeden der 
q Gruppen GG^-- - G^_^ ist (vgl. die Bemerkung am Schluß 
des vorigen Paragraphen). 

§ 93. Die Funktionen, die sn einer gegebenen 
Gruppe gehören. Im vorausgehenden ist bewiesen worden^ 
daß zu einer jeden rationalen Funktion tp der Größen x^x^^-x^ 
eine bestimmte Gruppe G gehört^ deren Substitutionen die 
Funktion tp ungeandert lassen. Umgekehrt gehört zu jeder 
gegebenen Gruppe G eine Klasse von rationalen Funk- 
tionen der Yariabeln x^x^ ' ' ' ^n- 

Um dies zu beweisen, setzen wir, unter t^u^- - - u^ ver- 
fügbare Parameter verstehend, 

y^u,x, +u^x^'" + u^x^. 

Indem wir auf die lineare Funktion y alle von der identischen 
verschiedenen ^—1 Substitutionen anwenden, erhalten wir 
^—1 weitere lineare Funktionen 

Vi Vi-yy^i' 

Wenn sowohl die n Größen x^^x^- -- x^ als auch die Größen 
^1^2 • * • ^n ^^ unabhängig variabel betrachtet werden, so ver- 
schwindet keine der ^JV(^— 1) Differenzen y^ — y^^t (^ < f*) 
identisch. Es ist aber wesentlich zu bemerken: auch wenn 
die Werte der n Größen x^x^- - • x^ festgelegt sind, können die 
Werte der nGh-ößen w^Wj • • • w^ so gewählt werden, daß keine 
der genannten Differenzen verschwindet, vorausgesetzt daß keine 
zwei der n Größen x^x^- - * x„ einander gleich sind. 

Wir bezeichnen mit y^i^g • • • y^_i die linearen Funktionen, 
in die y bei Anwendung der r Substitutionen der Gruppe ö 
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übergeht, mit 17 einen verfügbaren Parameter und setzen 

9> - (*? - y) (^ - yi) • • • (^ - Vr^i) • 

Die Funktion 9? wird durch die Substitutionen der Gruppe G 
nicht geändert, denn diese Substitutionen vertauschen nur die 
r Faktoren des Produkts. Dagegen ändert sich der Wert 
von 9; wenn eine nicht zur Gruppe G gehörige Substitution 
zur Anwendung kommt. Dies gilt auch noch in dem Fall, 
daß den n Größen x^x^- -- x^ bestimmte, untereinander ver- 
schiedene, numerische Werte beigelegt werden, vorausgesetzt, daß 
die Größen «iWj • • • m„ und ri geeignet gewählt werden. 

Damit ist bewiesen, daß es zur Gruppe G gehörige Funk- 
tionen gibt. Zwischen den Funktionen, die zur selben Gruppe 
gehören, besteht eine bemerkenswerte Beziehung. 

Wir setzen 

(1) f{x) - (rr - x^) {x-x;)"'{x^ rrj 

^ af + c^af"^ + c^of*"^ • • • + ^n 

und bezeichnen mit (p, ^ zwei zur Gruppe r-ten Grades G ge- 
hörende rationale Funktionen von x^x^' " x^. Für diese 
Funktionen gilt der Satz: 

Die Größe ^ läßt sich als ganze rationale Funk- 
tion der Größe (p darstellen; die Koeffizienten dieser 
ganzen Funktion sind rationale Funktionen der Größen 

^1^2 • * ' ^n- 

Zum Beweis bezeichnen wir mit 



Kj-l 



(2) 9 9i 9j ■ 

N 
die q^ — Werte, die die Funktion 9 bei Anwendung aller 

JS Substitionen annimmt, mit 

(3) ^ *i ?(',••• ^3_i 

die entsprechenden Werte der Funktion ^. Die Bezeichnung 
wählen wir so, daß eine Substitution, die tp in g?^ überführt, 
auch ilf durch ^^^ ersetzt. 

Unter dieser Voraussetzung werden die Werte (2) und (3) 
durch jede Substitution in derselben Weise permutiert. Wir 
setzen nun 
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<4) 0{z) - (£? - g?) (^ - 9i) (£r - (jpj) • . . (^ - qp^_i) 
xind 

-F(;ef) ist eine ganze Funktion g— 1-ten Grades der Variabein z ; 

wir setzen 

<6) F{z)~\tfl-' + h,ifl-^--- + \.,. 

Bei Anwendung einer beliebigen Substitution werden nur 
die Summanden auf der rechten Seite der Gleichung (5) unter- 
einander vertauscht; die Summe bleibt ungeändert. Folglich 
sind die in (6) auftretenden Koeffizienten W' - h^_^ symme- 
trische Funktionen der Größen ^i^Pj • • • ^„, sie lassen sich daher 
rational durch die Größen c^Cj • • c^ ausdrücken. 

Setzen wir in (5) und (6) g = tp, so ergibt sich 

(7) ^ = h^<p^'^ + 6i9«-» . . . + ft^.i 
w. z. b. w. 

Wir wollen insbesondere hervorheben: Eine jede der oben 
-eingeführten Größen y^(v = 0, 1, 2, • • •, jN" — 1) läßt sich als 
rationale Funktion einer derselben derart darstellen , daß die 
Koeffizienten in den Größen c^c^ ' ■ - c^ rational sind. 

Die Größen (2) sind Wurzeln einer Gleichung g-ten 
Grades (4) 

(8) 0{z) = ao(jp« + »19«-^ . . . + a^ = 0. 

Die Koeffizienten dieser Gleichung sind symmetrische Funk- 
tionen der Größen (2), also auch symmetrische Funktionen der 
Größen so^^x^- - - x^. Sie lassen sich daher rational durch die 
Größen c^c^ • • • c„ ausdrücken. 

Dementsprechend genügen auch die q Größen (3) einer 
Gleichung g-ten Grades 

(9) n^) = 0, 

deren Koeffizienten in den Größen c^c^- • - c^ rational sind. 

Wenn die eine der beiden Gleichungen (8) und (9) auf- 
gelöst ist; so erfordert die Auflösung der anderen nur mehr 
rationale Operationen. 

Bei dem eben geführten Beweis ist zwar die Voraus- 
setzung zur Geltung gekommen, daß die Größen (2) alle unter- 
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einander verschieden sind; in bezug auf die Größen (3) haben 
wir aber nnr von der Voraussetzung Gebrauch gemacht, da& 
^ bei der Anwendung der Substitutionen der Gruppe G un- 
geändert bleibt. Daß die Größen (3) alle untereinander ver- 
schieden sind, ist für unseren Beweis nicht erforderlich. 

Wir können unseren Satz leicht noch etwas erweitern. 

Es seien m rationale Funktionen der Größen sc^x^- -- x^ 

(10) 9 9(1) 9)0)... ^iC»-^) 

vorgelegt. Die Funktion tp sei g-wertig, ip^^^ sei g^- wertig • • 
y(»*-i) sei ^TO-r^^^^g- I^i® verschiedenen Werte der Funktion 
g)^^ bezeichnen wir mit 



(11) 



9 



C") 



<P1 



M, 



9. 



M 
»/.- 



(^ = 0,1,2,..., m-1). 



Diese Werte sind Wurzeln einer Gleichung g-ten Grades 
(12) *„(ir) = (^, - 9)<^)) {0^ - W") ••• (^, - 9',':_,) = 
= «»I« + o/'');8f»/»-* 1- aW = 

deren Koeffizienten in den Größen c^c^- • - c^ rational sind. 

Die Substitutionen, die alle m Funktionen (10) ungeandert 
lassen; bilden eine Gruppe Cr; ihr Grad sei r. 

Es sei ^ eine rationale Funktion der Größen x^x^- - - x^, 
die durch keine Substitution der Gruppe G geändert wird. 
Eine nicht zur Gruppe G gehörige Substitution, die die Werte 



bzw. in die Werte 



^ 



9>x 



9^Ci) gj(i). 



yjl) ^ii), 



tp 



^, 



,(m-l) 



(m-1) 



Überführt, führe die Funktion ^ in '^^^^^ - • • ^^_ über. 
Die Bezeichnimg ^000... ^©dö^^^^t dasselbe wie ^. 
Wir bilden nun die Funktion 



(13) 



F{g/gjz,/---/z„_,) = 



*(r) 



x = x,= x„_i 



^.(■'l) 



«Px*^«)^.-^' *i'(<') 



K-l(^m-l) 1 
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Die eben angewendete Schlußweise zeigt, dafi F eine ganze 
rationale Funktion der Variabein zz^- - - z^^^ ist, deren Koeffi- 
zienten sich rational dnrch die Größen c^c^- - - c^ ausdrücken 
lassen. Setzen wir 

so folgt aus (13) 

Unter der Voraussetzung, daß die Substitutionen, 
die eine jede der Funktionen 

fp y(i) . . . g)("»-i) 

ungeändert lassen, auch den Wert der Funktion ^ 
nicht ändern, läßt sich demnach ip als rationale Funk- 
tion dieser Größen darstellen. 

Wenn es außer der identischen keine Substitution gibt, 
die alle m Funktionen (10) ungeändert läßt, so dürfen wir für 
t jede beliebige rationale Funktion der Wurzeln ^i^a * ' * *^n 
wählen; es läßt sich also insbesondere eine jede dieser Wurzeln 
rational durch die Größen (10) ausdrücken. Mit anderen 
Worten: Die Auflösung der Gleichung (1) läßt sich auf die 
Auflösung der m Hilfsgleichungen (12) zurückführen. 

In dem besonderen Fall, daß m^ q und 

ist, erhalten wir nur eine Hilfsgleichuug, deren Lösung mit 
der Lösung der gegebenen Gleichung äquivalent ist. 

Wir gehen nun dazu über, die im vorausgehenden ent« 
wickelten gruppentheoretischen Begriflfe auf die Theorie der 
algebraischen Gleichungen anzuwenden. 

§ 94. BationaUt&tebereioh. IrreduiblUt&t. Wenn 
es sich um die Auflösung einer gegebenen algebraischen 
Gleichung handelt, so muß vor allem festgestellt werden, welche 
Größen als „bekannt^' oder als gegeben anzusehen sind. In 
erster Linie ist selbstverständlich die Gesamtheit der rationalen 
Zahlen als bekannt vorauszusetzen; sofern wir aber gewisse 
Hilfsgleichungen als aufgelöst betrachten, sind auch die Wurzeln 
dieser Gleichungen und die rationalen Funktionen derselben 
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als bekannt anzusehen. Es ist femer der Fall vorzusehen, daß 
die Koeffizienten der vorgelegten Gleichung Funktionen von 
variabeln Parametern sind. In diesem Fall werden wir alle 
rationalen Funktionen dieser Parameter, deren Koeffizienten 
bekannt sind, ebenfalls als bekannt ansehen. Wenn wir ge- 
wisse Hilfsgleichungen, deren Koeffizienten ebenfalls rationale 
Funktionen der Parameter sind, als aufgelöst betrachten, so 
sind die Wurzeln derselben als bekannt anzusehen. 

Wir wollen nun, der treffenden Terminologie Kroneckers 
folgend, den Inbegriff der als bekannt vorausgesetzten Größen 
als „Rationalitätsbereich^^ bezeichnen. Insbesondere bezeichnen 
wir den Inbegriff der rationalen Zahlen als „natürlichen Ratio- 
nalitätsbereich". Wenn im Verlauf der Betrachtungen eine 
Hilfsgleichung aufgelöst wird, deren Koeffizienten dem ge- 
gebenen Rationalitätsbereich angehören, so wird der ursprüng- 
liche Rationalitätsbereich durch „Adjunktion" der Wurzeln der 
Hilfsgleichung erweitert. 

Aus dem Begriff des Rationalitätsbereiches ergibt sich 
unmittelbar der Begriff der Irreduzibilität. 

Eine ganze rationale Funktion der Variabeln x, deren 
Koeffizienten einem gegebenen Rationalitätsbereich angehören, 
heißt reduzibel, wenn sie sich in zwei Faktoren (p(x) und 
if(x) spalten läßt, die ebenfalls ganze Funktionen von x sind 
und deren Koeffizienten ebenfalls dem gegebenen Rationalitäts- 
bereich angehören. Ist eine derartige Zerlegung unmöglich, 
so heißt die ganze Funktion irreduzibel. 

Eine ganze Funktion /'(rc), die in dem ursprünglichen 
üationalitätsbereich irreduzibel ist, wird reduzibel, wenn der 
Rationalitätsbereich passend erweitert wird: Sie läßt sich in 
n lineare Faktoren spalten, wenn wir ihn durch Adjunktion der 
n Wurzeln der Gleichung f(x) =» erweitern. Der Begriff der 
Reduzibilität und Irreduzibilität läßt sich ohne weiteres auf 
die algebraischen Gleichungen übertragen. 

Bekanntlich läßt sich der größte gemeinschaftliche Teiler 
von zwei ganzen rationalen Funktionen durch rationale Ope- 
rationen bestimmen. Folglich genügen die gemeinsamen 
Wurzeln zweier Gleichungen 

f{x)^0 und F(x)^0 
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einer Gleichung g{x) » 0, deren Koeffizienten demselben 
Bationalitätsbereich angehören^ wie die Koeffizienten yon f(x) 
und F{x). 

Wenn die Gleichung f{x) == irreduzibel ist, so muß 
daher die ganze Funktion g{x) bis auf einen von x unab- 
hängigen Faktor mit f{x) identisch sein, d. h. die ganze 
Funktion F{x) ist durch f{x) teUbar. Mit anderen Worten: 
Hat eine Gleichung mit einer irreduzibeln Gleichung 
eine Wurzel gemein, so genügen ihr alle Wurzeln der 
letzteren. 

Eine irreduzible Gleichung f{x) « kann keine Doppel- 
wurzel besitzen, denn sonst hätte die ganze Funktion f{x) mit 
ihrer Derivierten f{x) einen Faktor gemein. 

Im folgenden beschäftigen wir uns nur mit irreduzibeln 
Gleichungen. 

§ 8B. Omppe einer Olelohnng. Es sei eine irre- 
duzible algebraische Gleichung 

(1) f{x) ^3(f + c^af"^ + c^3f-^ . . . + c„ - 

vorgelegt, deren Koeffizienten einem gegebenen Rationalitäts- 
bereich angehören. Jede symmetrische Funktion der Wurzeln 
läßt sich rational durch die Koeffizienten c^c^- - c^ ausdrücken, 
ist also sicher eine rationale Größe. Es kann aber der Fall 
eintreten, daß noch weitere rationale Funktionen der Wurzeln, 
die nicht symmetrisch sind, dem Rationalitätsbereich an- 
gehören. Die Gesamtheit der Substitutionen, die diese Funk- 
tionen ungeändert lassen, bildet eine Gruppe G\ man be- 
zeichnet sie nach Galois Vorgang als Gruppe der 
Gleichung. 

Wenn die Koeffizienten c^c^- - • c^ der gegebenen Gleichung 
als yerfügbare Parameter betrachtet werden, so bilden die 
rationalen Funktionen dieser Koeffizienten den RationaUtäts- 
bereich, von dem wir auszugehen haben. Die Gruppe der 
Gleichung besteht in diesem Fall aus der Gesamtheit der 
^Substitutionen. Ein Beispiel einer Gleichungsgruppe, deren 
Grad unter der Maximalzahl liegt, bietet die Gruppe der 
Gleichung 
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a;*" + Ciä;*"-* + Cjä:*""* \- c^x" + c^af^ • • • 

deren Wurzeln paarweise reziproke Werte besitzen. Wir 
können in diesem Fall die Bezeichnung so wählen^ daß 

^r+i^2«-r=-l für 1/-0, 1, 2, ... n-1. 

Es sind dann die n Funktionen 

<)p(^)= ^.+i^,„_.- 1 t; = 0, 1, 2, . . . n - 1 

bekannt. Von den {2n)\ möglichen Vertauschungen der Wurzeln 
sind nur die in Betracht zu ziehen ^ die die Werte dieser n 
Funktionen ungeändert lassen. Es dürfen also zwar die Wurzeln 
x^x^ , , , x^ beliebig permutiert werden, aber jeder Permutation 
dieser Wurzeln entspricht eine ganz bestimmte Permutation 
der Wurzeln x^^i^n+i - • • ^in- ^^® Gruppe der Gleichung 
umfaßt daher nicht (2n)!, sondern nur n! Substitutionen. 

Eine Gleichung, deren Gruppe intransitiv ist, ist 
reduzibel (S. 303). Zum Beweis nehmen wir an, daß die 
Substitutionen der Gruppe die Wurzeln 

(2) x,x^,..x^ 

imtereinander vertauschen, aber keine derselben durch eine 
der übrigen n — k Wurzeln ersetzen. Unter dieser Voraus- 
setzung gehört jede symmetrische Funktion der k Wurzeln (2) 
dem Rationalitätsbereich an, folglich sind die Koeffizienten 
der ganzen Funktion 

(3) i^(a;) = (ic - x,){x - x^) , . . {x - x,) 
rational. 

Der eben bewiesene Satz ist umkehrbar: 

Die Gruppe einer reduzibeln Gleichung ist in- 
transitiv. 

Nehmen wir an, das Gleichungspolynom f(x) sei durch 
die ganze Funktion tlf(x) (3) teilbar, deren Koeffizienten dem 
gegebenen Rationalitäfcsbereich angehören. Damit eine Sub- 
stitution die Größe tlf(x) bei beliebiger Wahl des Wertes x 
ungeändert läßt, ist erforderlich, daß sie die k Größen (2) nur 
untereinander vertauscht Daraus folgt aber, daß die Gruppe 
der Gleichung intransitiv ist. 
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Aus dem eben Bewiesenen schließen wir: 

Die Gruppe einer irreduzibeln öleichung ist tran- 
sitiv und umgekehrt ist eine Gleichung irreduzibel^ 
wenn ihre Gruppe transitiv ist. 

Wenn eine Hilfsgleichung dieselbe Gruppe besitzt wie die 
Grundgleichung, so zieht ihre Auflösung die der Grundgleichung 
nach sich (S. 313) und umgekehrt; es handelt sich also um 
äquivalente Probleme. Ob die beiden Gleichungen denselben 
Grad haben oder nicht; kommt dabei nicht in Betracht. 

Eine Vereinfachung des Problems tritt nur dann ein, wenn 
es gelingt, die Auflösung der vorgelegten Gleichung auf die 
Auflösung von Hilfsgleichungen zurückzuführen, deren Gruppen 
von niedrigerem Gh^e sind. 

Dies ist nur dann möglich, wenn die Gruppe der 
vorgelegten Gleichung zusammengesetzt ist, also eine 
ausgezeichnete Untergruppe besitzt (S. 306). 

Nehmen wir, um dies zu beweisen an, die Gruppe G 
der vorgelegten Gleichung besitze eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe f; der Grad von G sei r, der von f sei (> — — . Wir 
bezeichnen die Substitutionen der Untergruppe f mit 

Sq^ 1, Si Sg. ..5^_i 

und ordnen die Substitutionen der Gruppe (r, wie dies im § 91 
geschehen ist, in eine Tabelle mit q Zeilen und q Spalten. 



So 


Äx 


s> 


•••Vt 


SoT, 


S,T, 


S,T, 


■"S,.^T, 


S,T, 


S,T, 


S,I, 


•■■S,.,T,_ 



ÄoT^_i SiT^_i ÄgTg.i • •• S^^jT^.i. 

Es sei g) eine rationale Funktion der Wurzeln a^^aJ^ . . . ir„, 
die zur Gruppe f gehört, ^e Substitutionen der ersten Zeile 
unserer Tabelle lassen die Funktion 9 ungeändert, alle Sub- 
stitutionen der zweiten Zeile führen sie in dieselbe Funktion 
g?! über; alle Substitutionen der dritten Zeile führen sie in 
(p^ über, alle Substitutionen der letzten Zeile führen sie in 
9^2-1 ^l>ör. Weil nach Voraussetzung f eine ausgezeichnete Unter- 
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grappe ist^ so bleibt bei Anwendimg der Substitationen dieser 
Untergruppe nicht nur die Funktion q), sondern auch eine jede 
der Funktionen 9>i^i-'%_i ungeändert (S. 308). Daraus folgt: 
Alle in der ;i-ten Zeile unserer Tabelle stehenden 
Substitutionen der Gruppe G permutieren die Funktionen 
(p(Pi(Pi' ' • (Pg^i in derselben Weise, nämlich ebenso wie die 
Substitution T^ . Da sonach nur q Permutationen dieser Größen 
in Betracht kommen, so besitzt die Gruppe der Gleichung 
q-ten Grades, deren Wurzeln diese Größen sind, den Grad 

q^ —. Nach Auflösung dieser HUfsgleichung wird der ur- 
sprüngliche Rationalitatsbereich durch Adjunktion der Größe 
g) erweitert und in diesem erweiterten Rationalitatsbereich ist 
r die Gruppe der Grundgleichung. Die Auflösung der Grund- 
gleichung ist also auf ein einfacheres Problem zurückgeftihrt. 

Die Gruppe der Hilfsgleichung ist transitiv, denn den 
Substitutionen der Gruppe 6r, die den Wert <p in 9?;^ über- 
führen, entsprechen auf die Größen 9?9i . . • 9?,_i bezügliche 
Substitutionen, die die Wurzel 97 durch die beliebig zu wäh- 
lende Wurzel (fj^ ersetzen. Die Hilfsgleichung ist demnach 
irreduzibel. 

Zwischen der Gruppe G der vorgelegten Gleichung und 
der Gruppe H der Hilfsgleichung besteht eine bemerkenswerte 
Beziehung: jeder Substitution der Gruppe G entspricht eine 
bestimmte Substitution der Gruppe H, die dieselbe Permuta- 
tion der Größen <p(Pi • - • <Pg^i bewirkt, aber einer bestimmten 
Substitution der Gruppe R entsprechen q Substitutionen der 
Gruppe 6r; sie bilden eine Zeile unserer Tabelle. Insbesondere 
entspricht der identischen Substitution der Gruppe H die aus- 
gezeichnete Untergruppe f von G. 

Man bezeichnet auch diese Beziehung als Isomorphismus 
und zwar als „meriedrischen^^ Isomorphismus. Die in § 91 
besprochene, wechselseitig eindeutige Beziehung zwischen zwei 
Gruppen bezeichnet man zum üni^rschied als „holoedrischen^* 
Isomorphismus. Wenn von Isomorphismus ohne weiteres die 
Rede ist, ist immer der holoedrische gemeint. 

Nehmen wir nunmehr an, die Gruppe G der vorgelegten 
Gleichung sei einfach. Es sei 0(0)^0 eine Hilfsgleichung 
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q-ien Grades, deren Wurzeln 9>9i . . . 9?5_i rationale Funktionen 
der Wurzeln der Grundgleichung sind. In diesem Fall gibt 
es aufier der identischen keine Substitution, die diese q Funk- 
tionen ungeändert läßt, denn wenn derartige Substitutionen 
existieren würden, so müßten sie eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe bilden. Daraus folgt: zwei verschiedene Substitutionen 
Sj, S^ der Gruppe G bewirken verschiedene Permutationen der 
Größen (pg>i - - • (fg^i- Würden sie nämlich dieselbe Permu- 
tation hervorrufen, so ließe die Substitution S^S^^ eine jede 
dieser Größen ungeändert. Die Anzahl der in Betracht zu 
ziehenden Permutationen der Größen (pg>i - - - q^g^i ist daher 
ebenso groß als die Anzahl der durch die Gruppe G bewirkten 
Permutationen der Größen x^x^ . . . x^-^ mit anderen Worten: 
die Gruppe der Gleichung 0(js) ^ ist vom selben Grade wia 
die Gruppe G der Grundgleichung; sie ist mit ihr holoedrisch 
isomorph. 

Die Gruppe, die aus sämtlichen Permutationen von n 
Elementen besteht, besitzt auf jeden Fall eine ausgezeichnete 
Untergruppe vom Grade ^n!, die alternierende Gruppe (vgl. 
§91). Diese letztere aber ist, vom Fall w = 4 abgesehen^ 
einfach. Daher läßt sich die Auflösung einer „allgemeinen" 
Gleichung*) von höherem als dem vierten Grad nicht auf die 
Auflösung von Hilfsgleichungen zurückführen, deren Gruppe 
von niedrigerem als dem ^n!-ten Grade ist. Auf den Beweis 
dieses Satzes können wir hier nicht eingehen. 

§ 96. Die OaloiBBOhe SeBolvente. Um die Aus- 
führungen des vorigen Paragraphen anschaulicher zu machen, 
kehren wir zu den im Anfang des § 93 angestellten Betrach- 
tungen zurück. Wir haben dort N Größen yy^ . . . y y-i ein- 
geführt und zwar ist 
(1) y-u^x, + u^x^" + ii^x^. 

Die übrigen JV — 1 Größen y^ gehen aus y durch Permutation 
der n Größen x^x^...x„ hervor. Bei geeigneter Wahl der 
Parameter u^u^. . ,u„ sind die N Größen y^i . . . y y-i ^^ 

*) d. h. einer Gleichung, deren Koeffizienten als verfügbare Para- 
meter betrachtet werden. 
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untereinander verschieden, vorausgesetzt; daß unter den n Größen 
Xj^x^ . . .x^ keine zwei gleichen vorkommen. Dieser Fall kann 
aber nicht eintreten ^ weil sonst die Grundgleichung reduzibel 
wäre, was wir ausgeschlossen haben (vgl. § 94 Schluß). 

Die n Größen yy^ . . . yy_, genügen einer Gleichung N-ien 
Grades 

(2) ü(i?) ^ (ri-y)(v-yi) ' ' • iv-yii^i) = o. 

Die Koeffizienten dieser Gleichung sind ganze rationale Funk- 
tionen der Parameter t^u^ , . .u^ und sie sind rational in den 
Koeffizienten c^c^ , . , c^ der Qrundgleichung. 

Auch wenn die Grundgleichung irreduzibel ist, kann die 
Gleichung (2) reduzibel sein. Es sei 

(3) P{v)-(ri-y){n-yi)-<V-yr^i)-ri''+a,ri'-'''' + a, 

ein irreduzibler Faktor von R(rf). 

Die Koeffizienten a^a^ . . . a^ sind ganze rationale Funk- 
tionen der Parameter t^^ Uj . . . u„ und die Koeffizienten dieser 
ganzen Funktionen gehören dem gegebenen Rationalitatsbereich 
an. Diejenigen Permutationen der Größen x^x^ . . . x^, die die 
Koeffizienten a^a^ , . . a^ ungeändert lassen, bilden die Ghnippe 
der Grundgleichung. 

Die Gleichung It{rj) = bezeichnet man als ,,Galoissche 
Resolvente" der gegebenen Gleichung. Die Galoissche Resol- 
vente ist zwar — allgemein zu reden — von höherem Grade 
als die Grundgleichung, aber ihre Gruppe ist mit der Gruppe 
der Grundgleichung holoedrisch isomorph und daher bietet die 
Auflösung der Resolvente keine größeren Schwierigkeiten als 
die der Grundgleichung. Die Galoissche Resolvente hat die 
charakteristische Eigenschaft, daß sich alle ihre Wurzeln rational 
durch eine derselben ausdrücken lassen (S. 311). 

Man überträgt die Bezeichnung Galoissche Resolvente auf 
alle Gleichungen, die diese charakteristische Eigenschaft besitzen. 

Nehmen wir an, die Gruppe G der vorgelegten Gleichung 

besitze eine ausgezeich];iete Untergruppe f vom Grade (> = — • 

Wir bezeichnen mit z eine Funktion, die zu dieser Unter- 
gruppe r gehört, mit ^i; ^g • • • ^j«i die konjugierten Werte, in 
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die durch die Substitutionen der Gruppe G übergeführt wird. 
Diese Größen sind Wurzeln einer Galoisschen ßeeolvente 

p(e) = (e-^)a-^i)---(5-^,-i) = o. 

Wird eine Wurzel z derselben dem gegebenen Rationalitäta- 
bereich adjungiert, so wird die Resolvente It{ri) reduzibel: sie 
zerfällt in q irreduzible Faktoren ^-ten Grades. 

Nehmen wir umgekehrt an, die Resolvente JB(^), die im 
ursprünglichen Rationalitätsbereich irreduzibel ist, werde redu- 
zibel, wenn dieser Bereich durch Adjunktion der Wurzel einer 
Hilfsgleichung erweitert wird. Die Paktoren, in die das Poly- 
nom B{^) zerfällt, sind alle von gleichem Grade. Denn weil 
alle Wurzeln der Resolvente sich als rationale Funktionen 
einer derselben darstellen lassen, können wir die Wurzeln eines 
Faktors von B{ri) denen eines anderen Faktors eindeutig zu- 
ordnen. Die Faktoren von 12 (^) sind in den Größen x^x^...x^ 
rational, es sind daher auch die Koeffizienten der Faktoren in 
diesen Größen rational. Um die Zerfällung von jB(^) aus- 
führen zu können, brauchen wir demnach nur gewisse ratio- 
nale Funktionen der Wurzeln zu kennen. Wir bedürfen daher 
nur solcher Hilfsgleichungen, deren Wurzeln rationale Funk- 
tionen der Wurzeln der Grundgleichung sind, die Adjunktion 
irrationaler Funktionen der Wurzeln ist unnötig. 

Wir können die Galoissche Resolvente benutzen, um eine 
begriffliche Schwierigkeit zu beseitigen, die unseren bisherigen 
Betrachtungen anhaftet. Solange wir die Wurzeln der Ghrund- 
gleichung als variabel betrachten, hat es nichts anstößiges von 
einer Permutation dieser Größen zu sprechen; wenn aber die 
Koeffizienten der Grundgleichung numerisch fixiert sind, so 
haben auch die Wurzeln feste Zahlwerte und es ist nicht 
ohne weiteres klar, was unter einer Vertauschung dieser Zahl- 
werte zu verstehen ist. Betrachten wir zunächst die Größen 
^1^2 • • • ^» und u^u^ . , .u^ als unabhängig variabel. Jeder 
Permutation der Größen x^x^. . , x^y die den Ausdruck 

y ^u^x^ +u^x^ ,,. + u^x^ 
in 

4 

Überführt, entspricht eine komplementäre Permutation der 

Bnrdge-Mfturer, elliptbohe Funktionen. 6. Aufl. 21 
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Größen u^u^ , . .u^, die dieselbe Wirkung hat. Es steht nun 
nichts im Weg, wenn die Werte der Größen x^x^ . , ,x^ nume- 
risch fixiert sind, nach wie vor die Parameter u^u^ • • • ^n ^^ 
unabhängig variabel zu betrachten. Man kann dann die Sub- 
stitutionen, die sich auf die Größen x^x^ . . . x^ beziehen, mit- 
telst der komplementären auf die Größen u^ti^ . . .u^ bezüglichen 
Substitutionen definieren. 

Der Begriff der Galois sehen Resolvente ist im höchsten 
Maß geeignet, die gruppentheoretischen Begriffe anschaulich 
zu machen. Die wirkliche Berechnung dieser Resolventen führt 
schon in sehr einfachen Fällen zu kaum zu übersehenden 
Resultaten. 

§ 97. Über Olelohmigeii, deren Orappe lyklifM^h Ist. 

unter allen Gruppen sind die zyklischen, die aus den Potenzen 
einer einzigen Substitution bestehen, die einfachsten. Die 
Auflösung einer Gleichung, deren Gruppe zyklisch 
ist, läßt sich immer auf die Auflösung einer bino- 
mischen Gleichung zurückführen. 

Nehmen wir an, die Gruppe der vorgelegten Gleichung 
n-ten Grades 

/•(«) = 

sei zyklisch; sie bestehe aus den Potenzen der Substitution 
(Tgl. § 89) 

(1) S = {x,x,...xJ. 

Wir erweitern den gegebenen Rationalitätsbereich durch 
Adjunktion einer primitiven n-ten Einheitswurzel €*) und setzen 

(2) y^x^+BX^+ f^x^ h f"-*a:„. 

Bei Anwendung der Substitution S(l) geht y in 

x^+ ex^+€*x^' " + ^-^x^^ jy 
über. Folglich bleibt die n-te Potenz 

(3) r=Ä 



*) Unter einer primitiven n-ten Einheitewurzel versteht man be- 
kanntlich eine Wurzel der Gleichung rc" >» 1 , ^e nicht einer zweiten 
Gleichung s^'* = 1 von niedrigerem Grade genügt. 
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uDgeändert; die Gröfie Ä gehört also dem Rationaliiätsbereich 
an. Wir setzen ferner^ anter k eine der Zahlen 2, 3, . . ., n — 1 
verstehend, 

(4) yi= ^ + ^^ + «*^^8 1" «^"""^^^a;^. 

Die Substitution S führt y^ in -^ über, sie läßt demnach 
den Quotienten 

(5) ^ = 5. 

ungeändert; folglich gehört auch die Gfröße JS;^ dem Rationa- 
litatsbereich an. Endlich ist die Summe der n Wurzeln 
x^x^ ' > ' x^ eine rationale Größe C. Wir erhalten somit zur 
Bestimmung der Wurzeln die n linearen Gleichungen 

x^ + sx^ h bT'^x^ =. y (2) 

für i - 2, 3, . . ., n - 1 (4) u. (6). 

Wir multiplizieren die erste dieser Gleichungen mit 1, 
die zweite mit 6""'*, die dritte mit £"*'* usw., wo /t eine be- 
liebige Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, . . . , n — 1 bedeutet, und addieren 
dann. Der Koeffizient von x^^^ in der Schlußgleichung ist 



also = n für v « ft und =0 för v + ^- Wir erhalten somi 

(6) nar^+i - C + e-^y + «-«^B,y> • • • + £-("-!)." B^.^y»-^ 

(At==«0,l,2,...,n-1). 

Damit sind die Wurzeln der vorgelegten Gleichung rational 
durch die Wurzel y der binomischen Gleichung (3) ausgedrückt. 
Die Auflösung der allgemeinen Gleichungen dritten und 
vierten Grades laßt sich auf die Auflösung von Hilfsgleichungen 
zurückführen, die eine zyklische Gruppe besitzen. Daher lassen 
sich diese Gleichungen mittelst binomischer Hilfsgleichungen — 
durch Ausziehen von Wurzeln — lösen. 

21* 



324 § 97. Über Gleiohnngen, deien Grappe zyklisch ist. 

Um dies zunächst für die Gleichung dritten Grades nach- 
zuweisen, bemerken wir^ daß die zur alternierenden Gruppe 
gehörige Funktion 

A « (arg - x^)(x^ - x,){x^ - x^) 
durch Ausziehen einer Quadratwurzel bestimmt werden kann. 
Erweitern wir den ursprünglichen Rationalitätsbereich, der die 
rationalen Funktionen der Koeffizienten der gegebenen Glei- 
chung umfaßt^ durch Adjunktion der Irrationalität A, so be- 
steht die Gruppe der Gleichung aus den Potenzen der Sub- 
stitution (x^x^x^), sie ist also zyklisch. Wir setzen, unter s 
eine primitive dritte Einheitswurzel verstehend 
y=^x^ + €Xi + s^x^ y^==A. 

Man verifiziert leicht durch eine einfache Rechnung, daß 
sich die Größe Ä rational durch A und die Koeffizienten der 
Grundgleichung ausdrücken läßt. 

Die Gruppe der allgemeinen Gleichung vierten Grades 
besitzt eine ausgezeichnete Untergruppe f vom vierten Grade; 
sie besteht aus den Substitutionen (vgl. S. 303) 

(7) So«l S^^{x^x^)(x^x^) S^^^ix^x^Xx^x^) St^{x,x^){x^x^). 

Die Substitutionen der Ghnippe f lassen eine jede der drei 
Funktionen 

(8) {p =- X^X^ + X^X^ (p^ = XiX^ -|- iPjiP^ 9>2 = ^1^4 + ^^8 

ungeändert. Die Koeffizienten der Gleichung dritten Grades, 
deren Wurzeln diese drei Funktionen sind, haben wir im § 5 
berechnet. Nach Adjunktion der drei irrationalen Größen 
(pq>i<P2 reduziert sich die Gruppe der vorgelegten Gleichung 
auf die Grruppe F. 

Die Substitutionen 8q^ 1 und S^ (7) bilden eine aus- 
gezeichnete Untergruppe der Gruppe f. Die Substitution S^ 
läßt die Funktion 

^ """ XtX^ ~— XuXa 

ungeändert; das Quadrat dieser Funktion gehört zur Gruppe f. 
In der Tat ist 

(9) t^=-(p'-4:x^x,x^x^. (8) 

Der zweite Term rechts ist eine symmetrische Funktion 
der Wurzeln. 
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Ist ^ durch Ausziehen einer Quadratwurzel bestimmt, so 
sind auch die Größen 

^i^»=i(9 + V') und x^x^=^^{(p — tlf) 

bekannt und mit Hilfe der symmetrischen Funktionen 

(a^i + x^) + {x^ + rrj und (x^ + x^)x^x^ + {x^ + x^)x^x^ 

lassen sich auch die Summen rr^ + x^ und x^ + x^ bestimmen. 
Das Quadrat 

z* == («1 - ^2? = (^1 + ^%y -ix,x, 

laßt sich nun ebenfalls rational durch 9 und il; ausdrücken 
und durch Ausziehen einer weiteren Quadratwurzel ergibt sich 
die Differenz 

X'^ ^1 ^« • 
Die Wurzeln x^ und x^ ergeben sich nun unmittelbar als 
rationale Funktionen von % ^ und %- Di© Wurzeln x^ und x^ 
sind dann durch die linearen Gleichungen 

gpi = x^Xq + x^x^ qp, = x^x^^ + rTgOJg 
bestimmt. 

§ 98. Abelsohe Oleiohnngeu. Eine Gruppe^ deren 
Substitutionen vertauschbar sind, bezeichnet man als ,,Abel- 
sche" Gruppe; eine Gleichung, deren Gruppe eine Abelsche 
ist, wird als Abelsche Gleichung bezeichnet. 

Die Auflösung einer Abelschen Gleichung läßt 
sich auf die Auflösung von binomischen Gleichungen 
zurückführen. 

Wir bezeichnen die vorgelegte Abelsche Gruppe mit G, 
ihren Grad mit r, mit S^ eine beliebige ihrer Substitutionen, 
mit «1 die Ordnung derselben. Wenn aj = r ist, so ist die 
Gruppe G zyklisch, also gilt in diesem Fall unser Satz (siehe 
den vorigen Paragraphen); ist dies nicht der Fall, so bilden 
die Potenzen 

(1) 1 s, s,r.. Ä?.-^ 

eine Untergruppe fj der Gruppe G. Wir wählen nun unter 
den Substitutionen der Gruppe G, die nicht zu den Potenzen (1) 
gehören, eine beliebige S^ aus. Ihre Ordnung sei cc^. Die 
Substitutionen 
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(2) S.'S," (A-0,1,2,. ..,0,-1; ^-0,1,2,. ..,«,-1) 

bilden eine Gruppe Tg, denn weil die Substitutionen S^ und 
S^ yertauschbar sind, so ist 

Das Produkt zweier Substitutionen des Systems (2) gehört 
also ebenfalls diesem System an. 

Die Substitutionen (2) sind nicht notwendig alle unter- 
einander verschieden. Es läßt sich unschwer zeigen, daß dies 
der Fall ist^ wenn man sich bei der Auswahl der Substitutionen 
Si und 8^ gewissen Beschränkungen unterwirft. Da dieser 
Nachweis för den Beweis, den wir zu führen haben, nicht er- 
forderlich ist, gehen wir darauf nicht ein. 

Auf jeden Fall ist der Grad g^ der Gruppe F^ durch o^ 
teilbar, weil f, eine Untergruppe r^ vom Grade a^ enthält 
(§ 91), und er ist > o^, weil f, die nicht zu fj gehörige Sub- 
stitution S^ enthält. 

Sofern die Gruppe f, nicht mit der Gruppe G identisch 
ist, wählen wir unter den nicht zu f, gehörigen Substitutionen 
von G eine beliebige S, aus; ihre Ordnung sei «j. Die Sub- 
stitutionen 

(3) S,'S/S,^ 

a = 0,l,2,...,c.,-l; 1^^0,1,2, . -,0,-1; i;=0, 1,2,-. .,«3-!) 

bilden eine Gruppe fj, deren Grad q^ durch q^ teilbar und 
> (>, ist. 

In dieser Weise fortfahrend überzeugt man sich, daß alle 
Substitutionen der Gruppe G in der Form 

(4) /A==0,l,2,...,ai-1; ,i-0,l,2,...,a,-.l\ 
lW = 0,l,2,...,c.3-l; y=0,l,2,...,a,-l/ 

dargestellt werden können. Die Substitutionen 

S^'S."S,'...S/ (A-1,2,. ..,*-!) 
bilden eine Untergruppe f^^; ihr Grad sei Qj^. 

Weil die Substitutionen der Gruppe G untereinander ver- 
tauschbar sind, so ist jede Untergruppe derselben ausgezeichnet; 
dies gilt insbesondere für die Untergruppe f^. Es sei nun S/ 
die niederste positive Potenz der Substitution S^, die in 
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der Untergruppe r^^^^ enthalten ist; die Substitutionen dieser 
Untergruppe bezeichnen wir mit 

(5) 1 T, T,...T^ _.. 
Die Substitutionen 

(6) . S,^ T,S,^ T,S,^..T^ _,S/ (X-0,1,2,. ..,<$-!) 

sind alle untereinander verschieden. Wäre nämlich etwa 

80 gehörte die Substitution 

deren Exponent < 8 ist, der Untergruppe f^^j an, entgegen 
unserer Voraussetzung. Das System (6) enthält somit alle 
Substitutionen der Oruppe G und jede nur einmal, folglich ist 

Es sei nun <p eine d-wertige Funktion, die zur Gruppe 
l"*-! gehört; ihre verschiedenen Werte bezeichnen wir mit 

(7) (p 9>i 9),... 9^_i. 

Der Substitution S^ entspricht eine Substitution ?7, die 
diese Werte permutiert und den Potenzen von S^ entsprechen 
demgemäß die Potenzen von ü. Die Gruppe der Gleichung 
d-te» Grades, der die Größen (7) genügen, besteht somit aus 
den Potenzen einer Substitution Z7, sie ist also zjldisch, da 
die in Rede stehende Hilfsgleichimg irreduzibel ist (s. S. 303 
u. 318). Folglich wird die Größe (p durch eine binomische 
Gleichung bestimmt. 

Nachdem der Rationalitätsbereich durch Adjunktion der 
Größe <p erweitert ist, reduziert sich die Gruppe der vor- 
gelegten Gleichung auf die Gruppe F^.]; diese ist ebenfalls 
eine Abelsche Ghruppe und es läßt sich daher das auseinander* 
gesetzte Verfahren abermals anwenden. Wir gelangen daher 
durch Auflösung von binomischen Hilfsgleichungen schließlich 
zur Lösung der gegebenen Gleichung. 

Eine irreduzible Gleichung w-ten Grades f(x) = ist eine 
Abelsche Gleichung, wenn sie die beiden folgenden Eigen- 
schaften besitzt: 
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Erstens: alle Wurzeln lassen sich als rationale Funktionen 
einer derselben darstellen; es sei etwa 

(8) x^^tl^^{x^) ^8==V'8(a:i)---fl?,«*«(xi). 
Zweitens: zwischen den Funktionen ^ besteht die Beziehung 

(9) ^v[^(^i)] - Mi^.M'] ^yv = 2, 3, . . ., n. 
Substituieren wir in die Grundgleichung f{x) = den 

Ausdruck x = ^^(rr), so erhalten wir eine Gleichung F{x) «= 0, 
die mit der Grundgleichung die Wurzel x^ (8), also weil diese 
irreduzibel ist, alle Wurzeln gemein hat (§ 94). Daraua 
folgt, daß die n Größen 

(10) x^'^x, V^Tf'a«) Xz-%{^il'"<-'^niPi) 
Wurzeln unserer Grundgleichung sind. Sie sind aller unter- 
einander yerschieden. Denn bestände die Gleichung 

so müßten dieser Gleichung alle Wurzeln der Grundgleichung,, 
also insbesondere auch die Wurzel x^ genügen, was unmöglich 
ist. Die n Größen (10) 

X^X^ • • • ^n 

sind demnach eine Permutation der Wurzeln der Grundglei- 
chung. Diese Permutation ist vollständig durch Angabe der 
Wurzel x^ charakterisiert, durch die die Wurzel x^ ersetzt 
wird. Eine Substitution der Gruppe der Grundgleichung ist 
demnach ^urch Angabe der Wurzel bestimmt, die sie an Stelle- 
der Wurzel x^ treten läßt. 

Es sei S^ diejenige Substitution, die x^ durch x^ ersetzt^ 
S^ ersetze x^ durch x^y folglich läßt das Substitutionenprodukt 
S^8^ an Stelle von x^ ^;«[^,,(^)] treten; das Produkt S^S^ 
ersetzt x^ durch ^^[^^(^^1)]. Wegen (9) ist daher S^S^^S^S^, 
Die Gruppe ist somit eine Abelsche. 

§ 98. Erweiterung des OmppenbegrilBBi» Der Be- 
griff der Gruppe läßt sich leicht beträchtlich erweitem. 

Es sei irgend ein System von Operationen definiert, das 
die folgenden Eigenschaften besitzt: 

1. Dem System gehöre die identische Operation an; sie 
ist dadurch charakterisiert, daß sie das Objekt, auf das sie 
anzuwenden ist, ungeändert läßt. 
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2. Die zu einer Operation des Systems ,^verse" Operation 
gehöre ebenfalls dem System an; zwei zueinander inverse- 
Operationen sind dadurch charakterisiert^ daß sie, nacheinander 
ausgeführt^ die identische Operation ergeben. 

3. Zwei Operationen des Systems sollen, nacheinander aus- 
geführt^ eine Operation ergeben, die ebenfalls dem System angehört. 

Ein System yon Operationen, das diese drei charakte- 
ristischen Eigenschaften besitzt, bezeichnet man als „Gruppe'^ 

Wir wollen die einzelnen Operationen wieder als Sub- 
stitutionen bezeichnen^ ohne damit die Bedeutung derselben 
genauer bestimmen zu wollen. 

Je nachdem die Substitutionen der Gruppe eine konti- 
nuierliche Mannigfaltigkeit bilden oder nicht, bezeichnet man 
die Gruppe als kontinuierlich oder als diskontinuierlich. Eine 
diskontinuierliche Gruppe heißt „uneigentlich diskontinuierlich^^ 
wenn sie Substitutionen enthält, die von der identischen Sub- 
stitution unendlich wenig verschieden sind. Enthält sie keine 
derartigen Substitutionen, so heißt sie „eigentlich diskonti- 
nuierlich". Eine diskontinuierliche Gruppe heißt „endlich** 
oder „unendlich^', je nachdem sie eine endliche oder unendliche 
Anzahl verschiedener Substitutionen umfaßt. 

Eine endliche Gruppe ist notwendig eigentlich diskonti- 
nuierlich. 

Ein einfaches Beispiel wird diese Definitionen anschaulich 
machen. Die Gesamtheit der Drehungen eines räumlichen 
Systems um eine feste Achse bildet eine kontinuierliche Gruppe. 
Setzen wir fest, daß der Drehungswinkel ein Multiplum eines 
gegebenen Winkels 2:tcc sein soll, so erhalten wir eine dis- 
kontinuierliche Gruppe. Diese Gruppe ist endlich, wenn cc 

eine rationale Zahl — etwa = ist; in diesem Fall ent- 

n ' 

hält die Gruppe nur die n verschiedenen Substitutionen, die 
der Drehung um die Winkel 

^2« 4« (2w--2 )9g 
n n n 

entsprechen. Ist dagegen a eine irrationale Zahl, so ist die 
Gruppe unendlich und, wie man sich leicht überzeugt, un- 
eigentlich diskontinuierlich. 
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Die im voransgehenden für endliche Grruppen aufgeBtellten 
Defmitionen der Transformation, der Untergruppe und der aus- 
gezeichneten Untergruppe lassen sich ohne weiteres auf unendliche 
diskontinuierliche Gruppen übertragen. Insbesondere können wir, 
wenn eine unendliche diskontinuierliche Gruppe G und eine Unter- 
gruppe r derselben vorgelegt sind, die Substitutionen der 
Gruppe G in eine Tabelle von der im § 91 angegebenen Art ordnen : 



1 s. 


S, 


s, ■•• 


T, S,T, 


S,T, 


S,T,... 


T, S,T, 


8,T, 


S,J,..- 



In der ersten Zeile stehen die sämtlichen Substitutionen der 
Untergruppe f. Die Substitutionen T^T^T^". können derart 
gewählt werden, daß jede Substitution der Gruppe G in der 
Tabelle einmal und nur einmal vorkommt. SelbstversiÄndlich 
muß, wenn die Gruppe G unendlich ist, entweder die Zahl 
der Zeilen der Tabelle oder die Anzahl der Spalten oder jede 
der beiden Zahlen unendlich sein. 

Besonderes Interesse bietet der Fall, daß zwar die Anzahl 
der Spalten — die Anzahl der Substitutionen der Untergruppe f 
— unendlich ist, daß aber nur eine endliche Anzahl von Zeilen 
auftritt. Diese letztere Anzahl bezeichnet man als Index der 
Untergruppe. 

Es kann der Fall eintreten, daß sich alle Substitutionen 
einer unendlichen Gruppe aus den positiven und negativen 
Potenzen einer endlichen Anzahl von Substitutionen zusammen- 
setzen lassen. In diesem Fall bezeichnet man diese Substitutionen 
als „erzeugende Substitutionen^' der Grruppe. Es ist einleuchtend, 
daß auch umgekehrt das System der Substitutionen, die sich 
als Produkte der positiven und negativen Potenzen von irgend 
welchen k Substitutionen darstellen lassen, Gruppencharakter 
besitzt. 

Ein Beispiel einer unendlichen Gruppe, die durch eine 
endliche Anzahl von Substitutionen erzeugt wird, bietet die 
Gruppe der Periodentransformationen 
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Die Koeffizienten dieser Substitutionen sind ganze Zahlen, die 
der Bedingung ad — ßy ^1 genügen. 

Wir haben im § 39 gesehen, daß sich alle Substitutionen 
der Gruppe aus den drei Substitutionen 

(1) ©i' = — CJj COj' = — ftJj 

(2) CDi' =» Cö, CJj' = — CJj 

(3) O/ == Ol CDj' = CDi + (Dj 

zusammensetzen lassen. Diese Substitutionen sind also die 
Erzeugenden der Gruppe. 

Gehen wir von der Gruppe der Periodentransformationen 
zu der Gruppe der Transformationen des Periodenquotienten 
r » — über, so entspricht der Substitution (1) die identische 
Substitution und wir erhalten für die Gruppe 

"^ a + ßr 

nur die beiden erzeugenden Substitutionen 

(S) t' - r + 1 

und 

(T) r' f 



Achter Abschnitt. 
Teilang und Transformatioii. 

§ 100. Algebraische Besiehimren zwlsehen ellip» 
tischen Funktionen, die verschiedene Perioden be- 
sitsen. Wir haben früher (§ 47) bewiesen^ daß zwischen 
9wei elliptischen Funktionen mit denselben Perioden eine 
algebraische Beziehung stattfindet; wir legen uns nun die Frage 
vor: unter welchen Bedingungen besteht zwischen zwei ellip- 
tischen Funktionen, die verschiedene Perioden besitzen, eine 
algebraische Gleichung? 

Wir können die Fragestellung etwas vereinfachen. Nehmen 
wir an, die Funktion (p{u) besitze die Perioden 2(0^, 2g}3, die 
Funktion ^(w) die Perioden 2©/, 2a)^. Die Funktion y(t*) 
läßt sich rational durch die Funktionen 

z = p(u/c3^y dj) und s -= i^'CWß'u ®s) 
ausdrücken (§ 47) und entsprechend läßt sich ^(u) durch die 
Funktionen 

y = p(u/c3i\ ö a) und t == p(u/c)^', Oj') 

rational ausdrücken. Es bestehen also Gleichungen der Form 

(1) g>-<^{x,s) t-V(y,t) 

wo O und V rationale Funktionen bedeuten. 

Zwischen den Größen x und s bzw. y und t bestehen die 
algebraischen Gleichungen 

(2) s' = 4x'-g,x-g, t' - ^f -g,'y - g,. 

Wenn nun die Funktionen (p und ^ einer algebraische Gleichung 

(3) Gi<P,t)^0 
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genügen, so genügen auch die Funktionen x und y einer al- 
gebraischen Qleichung 

(4) F(x,y) = 0. 

Sie ergibt sich ans den Gleichungen (1), (2) und (3) durch 
Elimination der Größen % itf, s und t umgekehrt folgt aus 
der Existenz der Gleichung (4) die Existenz der Gleichung (3). 
Wir brauchen daher nur die Bedingungen festzustellen , unter 
denen die algebraische Gleichung (4) besteht. 

Einem gegebenen Wert der Punktion x — i?(w/ö3i, Oj) ent- 
sprechen zwei Gitter homologer Punkte 

(5) u + 2iLöi + 2/ia)g und — it + 21g3i -f 2|tic)j 

A,/i = 0, ±1, ±2... 

Da wegen (4) einem gegebenen Wert x nur eine endliche An- 
zahl von Werten y entspricht, so kann es unter den Punkten 
(5) nur eine endliche Anzahl geben, die in Beziehung auf die 
Perioden 2 cd/, 2(o^' der Funktion y nicht homolog sind, 
unter den Punkten, die zum Punkt u in Beziehung auf die 
beiden Periodensysteme 20^, 2(9, und 20^', 2co^' homolog 
sind, wählen wir zwei Punkte u^ und u, aus, die nicht auf 
derselben durch u gehenden Geraden liegen. Der Punkt u^ 
werde so gewählt, daß er möglichst nahe am Punkt u liegt. 
Der Punkt u^ liege in der Halbebene^ die man zur Linken hat, 
wenn man vom Punkt u nach dem Punkt u^ hin fortschreitet 
und er werde so gewählt, daß sein Abstand von der Geraden 
UjU, möglichst klein ist 

Weil die Punkte uu^u^ in Beziehung auf die beiden 
Periodensysteme 2o}^, 203 und 2g)^\ 2 cd,' homolog sind, so 
lassen sich die Dififerenzen 

2^1 = Ml — M und 2Äj = tij — w 

aus den Perioden 2(o^ 2a}, und 2g)/, 2o),' zusammensetzen, 
es bestehen also Gleichungen der Form 

|2ßi = 2aaji + 2i(», - 2a <+ 26' oj,' 
^ ^ 12^,« 2ca>i -f- 2d©, = 2cV + ärf'oj,'. 

Die Buchstaben abcd a'Vc'cF bedeuten ganze Zahlen. 
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Weil die Punkte uu^u^ nicht in einer Oeraden liegen, 
kann keine der beiden Determinanten 

(7) n^ad'-hc n^a^-Vc 
verschwinden. 

Die imaginären Teile der Quotienten — und -^ sind positiv 
imaginär (§ 36), dasselbe gilt zufolge der getroffenen Be- 
stimmung für den Quotienten -~. Folglich sind die beiden 

Determinanten n und w' (7) positiv (vgl. die Fußnote S. 132). 
Im Innern des Periodenparallelogramms mit den Eck- 
punkten 

u Mj — u + 2Äi Mj = m + 2Äi + 2ä, tij « m + 2«, 

kann kein Puukt liegen, der zum Punkt u in Beziehung auf 
die beiden Periodensysteme 2(d^, 2g}3 und 2g}/, 2073' homolog 
ist. Denn ein solcher Punkt müßte näher an der Geraden 
UU| liegen als der Punkt u,, entgegen der getroffenen Be- 
stimmung. Man überzeugt sich leicht, daß auch auf den 
Seiten, von den Eckpunkten ti^tigU, abgesehen, kein derartiger 
Punkt liegen kann. Wir schließen daraus: 

Alle zum Punkt u in Beziehung auf die beiden Perioden- 
systeme 2G}p 203 und 2(D^\ 203' homologen Punkte gehören 
dem Punktgitter 

u + 2XSl^ + 2/11Ä3 
an. 

Die Funktionen 

x^p {u/(o^, cDj) und y^p (w/o/, 0)3') 

können wegen (6) auch als doppelt periodische Funktionen 
mit den Perioden 2Äi, 2^3 betrachtet werden. Weil sie beide 
gerade Funktionen sind, so lasseu sie sich daher rational durch 
die Funktion 

z^p(u/Sl,,Sl,) 
ausdrücken. Es sei 

(8) x^R(ig) y^-Riijs). 

Eliminieren wir aus diesen Gleichungen die Größe z^ so er- 
halten wir eine algebraische Gleichung zwischen den Größen 
X und y. 



§ 100. Algebraische Beziehangen zwiechen elliptischen Funktionen. 335- 

Die Gleichungen (6) drücken also die notwendige 
und ausreichende Bedingung dafür aus^ daß zwischen 
den Funktionen x ^ p(u/(o^, (o^) und y «=i>(t*/(»i', ©«O eine 
algebraische Beziehung besteht. 

Es ist einleuchtend^ daß die Ordnungen der rationalen 
Funktionen R und R (8) durch die in (6) auftretenden ganzen 
Zahlen ah cd und a'b'cd^ bestimmt sind, um dies genauer 
zu untersuchen, bezeichnen wir den größten gemeinschaftlichen. 
Divisor der Zahlen a und b mit 6 und setzen 

(9) a^6a 6 = tf/5. 

Weil die Zahlen a und ß relativ prim sind^ können wir zwei 
Zahlen ^ d so wählen, daß 

(10) aS-ßy^l 

ist. Wir führen nun an Stelle der Salbperioden cd^cds zwei 
äquivalente Halbperioden 

(11) üii = ÄOi + /3(Ö8 SJg = yoji + do), 

ein. Aus (6) und (7) folgt mit Rücksicht auf (9) und (11) 

(12) a^^öm, »8 - (cd - dy) or, + -^ M3 . 

Von dieser Gleichung ausgehend, können wir nun leicht fest- 
stellen^ wie viel verschiedene Werte js einem gegebenen Wert a? 
entsprechen. 

Einem gegebenen Wert x entsprechen in der u-Ebene 
die beiden Punktgitter 

u + 2XU)\ + 2^(S^ und — u + 2kj}ji + 2 fiüj^. 

Auf Grund der Gleichung (12) können wir diese Punktgitter 
auch in der Form 

±u + 2A'Äi + 2/t'Ä8 + 2xwi + 2va78 

darstellen und uns dabei so einrichten, daß die Zahlen xv 
die Bedingungen 

0<.x<6 und < 1; < - 

— 6 

erfUUen. Den verschiedenen Zahlenpaaren xv, die diesen Un- 
gleichungen genügen, entsprechen 2w Punkte — in jedem der 
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beiden Punktgitter n — die zwar in bezug auf das Perioden- 
paar 2'GS^y 2(7, — oder was dasselbe sagen will; in Beziehung 
auf das Periodenpaar 2<Oi, 2(d^ — aber nicht in Beziehung auf 
4las Periodenpaar 2i2i, 2Sl^ homolog sind. Je zwei von diesen 
2n Punkten entspricht derselbe Wert e, weil z eine gerade 
Funktion ist. Es entsprechen also einem Werte x n ver- 
schiedene Werte JS] die Ordnung der Funktion R{z) (8) ist 
•demnach gleich der Determinante n =^ ad — bc. In der- 
selben Art ist zu zeigen, daß die Ordnung der Funktion 
Ri{is) gleich der Determinante n = acF— Vc ist. 

DennWerten z^ die einem Wert x entsprechen^ entsprechen 
n verschiedene Werte y. Kämen nämlich unter diesen Werten 
y zwei einander gleiche vor, so müßten ihnen in der w-Ebene 
Punkte entsprechen, die zwar in Beziehung auf die beiden 
Periodensysteme 2(0^, 203 und 2(9^', 2g>^ aber nicht in Be- 
ziehung auf das Periodensystem 2Äi, 2*^8 zueinander homolog 
wären. Aber dies ist, wie oben nachgewiesen worden ist, 
unmöglich. Es entsprechen also einem gegebenen Wert x 
n verschiedene Werte y und analog entsprechen einem ge- 
gebenen Wert y n verschiedene Werte x. Folglich ist die 
algebraische Gleichung, der die Größen x und y genügen, in 
X vom Grade n und in y vom Grade w. 

Durch die vorausgehenden Betrachtungen ist das am An- 
fang dieses Paragraphen gestellte Problem wesentlich ver- 
einfacht: wir können uns darauf beschränken, die rationale 
Beziehung, die zwischen den Funktionen x ^piuJG)^, ©g) ^od 
z ^piujSl^, Sl^) besteht, genauer zu untersuchen. 



§ 101. Die rationale Transformatioii. Die Funktion 
.X ^p{u/(Di, ojj) genügt der Differentialgleichung 

Die Funktion je? =|)(n/Äi, Äj) genügt einer analogen Differential- 
gleichung 

•(2) (iy-A^-g,.-g,. 
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Aus (1) ergibt sich für u die Darstellung 

(3) u^r' ^- _ 

und aus (2) folgt 

(4) „-/L_Ji„. 

Durch die rationale Transformation 

(5) X « Riz) 

wird demnach das Weierstraßsche Normalintegral (3) 
in das Normalintegral (4) transformiert. 

Damit sind wir von einer ganz anderen Seite her wieder 
zu dem im § 16 behandelten Transformationsproblem gelaugt 
Die algebraischen Methoden^ die wir a. a. 0. angewendet haben, 
reichen zu einer tiefer eindringenden Untersuchung des Problems 
nicht aus; mit den nunmehr zur Verfügung stehenden trans^ 
zendenten Hilfsmitteln VeL&t es sich leicht erledigen. 

Wir wollen uns zunächst einen Überblick über die mög- 
lichen rationalen Transformationen yerschaffen. Zu dem Zweck 
bemerken wir: einer jeden rationalen Transformation (5) ent- 
spricht eine „Periodentransformation^^ (Nr. 6 des vorigen Para- 
graphen) 

(6) ißj == aoi + ftajg Äj =« c©! + d(o^ ad — hc^ n. 

Indem wir an Stelle der Perioden 2o^, 2(o^ die äquivalenten 
Perioden 2571, 2^^ einführen, können wir dieser Transformation 
auch die Form geben (Nr. 12 des vorigen Paragraphen) 

(7) ßi =• 6cSj ^^^ 9^1 + ^^a Q^ cd — dy. 

Weil die Zahlen y d nur der Bedingung ad — /3y = 1 unter- 
liegen (Nr. 10 des vorigen Paragraphen), so dürfen wir gleich- 
zeitig y durch /=- y + v« und S durch d'« d + i//5 ersetzen, 
wo V eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Es tritt dann an 
Stelle der in (7) auftretenden Zahl cS — dy die Zahl 

cd" — dy ^ cS -- dy ■{- V ^-'^^-^ ^ cd — dy — v j - 

Dnrdge-Manrer, elliptigohe Fnnktionen. 5. Aufl. 22 
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Die in der zweiten Gleichung (7) yorkommende Zahl q ist 
also nur nach dem Modul — bestimmt. 

Die Gleichungen (7) bezeichnet man als kanonische Form 
der Periodentransformation (6). 

Zwei rationale Transformationen^ die zu derselben kano- 
nischen Periodentransformation fQhren^ sind notwendig identisch 
und umgekehrt entsprechen verschiedenen kanonischen Perioden- 
transformationen auch Terschiedene rationale Transformationen« 

Nehmen wir nun an^ die Ordnung n der rationalen Funk- 
tion R{z) — „der Grad der Transformation" — sei gegeben. 
Für - dürfen wir einen beliebigen Divisor der Zahl n und für 

Q eine beliebige Zahl aus der Reihe 0, 1, 2 • • 1 wählen. 

Die Anzahl der in Betracht kommenden Zahlenpaare 6 q ist 
also gleich der Summe der Divisoren der Zahl n. Es folgt: 

Die Anzahl der verschiedenen Transformations- 
klassen vom gegebenen Grad n ist gleich der Summe- 
der Divisoren der Zahl n. 

Wenn die Zahl n eine Primzahl ist^ so ist daher diese 
Summe == n + 1. 

Die weitere Untersuchung der rationalen Transformationen 
können wir durch die folgende Überlegung wesentlich ab- 
kürzen: 

Führen wir erst die Transformation n-ten Grades (5) und 
dann eine Transformation m-ten Grades 

(8) = R,(Z) Z « pitt/a/, ß,') 
aus, so erhalten wir eine Transformation 

(9) X " R^{Z) 
vom Grade nm. 

Der Transformation (5) entspricht die Periodentransforma- 
tion (7); die zur Transformation (8) gehörige Periodentrans- 
formation sei 

(10) a/=tf'Äi a/-(>'ai+ Ja«. 

Aus (7) und (10) ergibt sich die zur Transformation (9) 
gehörige Periodentransformation 

(11) Sl^^6i/TS, Ä,'=(tfe'+7 9)P5x+"; 
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Um zu beweisen^ daß sich umgekehrt jede rationale 
Transformation vom Grade mn aus einer Transformation vom 
Ghrade m und einer Transformation vom Grade n zusammen- 
setzen laßty brauchen wir nur zu zeigen, daß die zugehörige 
Periodentransformation aus zwei Periodentransformationen 
von den Graden m und n zusammengesetzt werden kann. 

Zu der vorgelegten rationalen Transformation mn-texL 
Grades gehöre die kanonische Periodentransformation 

(12) Sl,'-sm, Ä,'=-rS»i + ^S,. 

Die Zahl r ist nur nach dem Modul — bestimmt. 

8 

Die Periodentransformation (12) wird mit der Transforma- 
tion (11) identisch, wenn wir die Zahlen ö und </ durch die 
Gleichung 

(13) <f(^^s 

und die Zahl r durch die Kongruenz 



(14) 6q' + Y Q = ^ ^^^ 



m j mn 

8 



bestimmen. Wenn die Zahlen m und n relativ prim sind, so 
sind die Zahlen 6 und (^ durch (13) vollständig bestimmt: 
6 ist der größte gemeinschaftliche Teiler von n und s, ff der 
größte gemeinschaftliche Teiler von m und s\ 6 und m sind 
also relativ prim. Wenn die Zahlen m und n nicht relativ 
prim sind, so setzen wir rf gleich dem größten gemeinschaft- 
lichen Divisor der Zahlen m und s. Unter dieser Annahme 

ist -^ relativ prim zu s^ also auch zu <y. 

Da nun die Zahlen 6 und -. auf jeden Fall relativ prim 

sind, so gibt es sicher Zahlen p, (>', die der Kongruenz (14) 
genügen. 

Wir können daher die Periodentransformation (12) aus 
den Transformationen (7) und (10) zusammensetzen. 

Wir wollen einen speziellen Fall hervorheben. Nehmen 
wir an, es sei 

m^n <y — 1 <y'— n ^ = (>'=0. 

22* 



340 § 102. Die Transformationen von Primzahlgrad. 

Unter dieser Annahme lauten die Gleichungen (7), (10) 
und (11) 

Ä/ = nETj ißj' = n IJTj 
und es ist 

x^p(u/^„m^) 0^p{u/m„n(S^) z-~i)(J^oT„w,). 

Diese Gleichungen zeigen, daß wir durch Zusammensetzung 
zweier Transformationen n-ten Grades zur Jfnltiplikation der 
elliptischen Funktionen gelangen. 

Es ist einleuchtend, daß auch umgekehrt die Multiplika- 
tion als Spezialfall der Transformation betrachtet werden kann. 

Nachdem wir nachgewiesen haben, daß eine Transforma- 
tion, deren Grad eine zusammengesetzte Zahl ist, aus Trans- 
formationen niedrigeren Grades zusammengesetzt werden kann, 
können wir uns darauf beschränken, die Transformationen von 
Primzahlgrad in expliziter Form darzustellen. 

§ 102. Die Transformationeii von Primiahlgrad. 

Wenn n eine Primzahl ist, so haben wir die folgenden Perioden- 
transformationen zu unterscheiden (vgl. Nr. 7 d^s vorigen 
Pan^raphen). 

(1) ß, = (ö, £l,^-QG,, + na), ((> = 0,l,2,...,n-l)*), 

(2) ßi = WCDi Ä5= O,. 

Wir setzen zur Abkürzung 

(3) B^p{u/Sl,,Sl,)^p(u), 

(4) X ^p(u/ay,, a>,) «i> (W^i, ^ + '-""^ - P,(u) 

((>-0,l,2,...,n-l), 

(5) X = p(M/aji, ©a) - p (m/'J, ß,) = p« (u) . 

Die Funktion pJu) wird, als elliptische Funktion mit den 
Perioden .ß^, ß,^ betrachtet, zur zweiten Ordnung unendlich in 
den nicht homologen Punkten 

*) Wir lassen der Einfachheit wegen bei den Größen Q)|a, die 
Akzente weg und ersetzen q durch — q. 



§ 102. Die Transfonnationen von Primzahlgrad. 341 

v«^-+H^ («' = 0,l,2,..,n-l) 
die Punktion p^ (w) in den Punkten 

v'-f' (v = 0,l,2,...,n-l) 
Wir setzen zur Abkürzung 

(6) ,,_!4±?.% „._ia. 

Wir können nun die eben gemachten Angaben zusammen- 
fassen und sagen: 

Die Funktion Pg(u) wird in den n nicht homologen Punkten 

zur zweiten Ordnung unendlich und zwar gilt dies für die 

n + 1 Indizes 

(> =» 0, 1, 2, • • • n— 1, cx). 

Im Punkt va bleibt die Differenz 

also auch die Differenz 

stetig. Folglich wird die Differenz 

im Pßriodenparallelogramm (2^2^^ ^'^s) nirgends unstetig, sie 
ist daher konstant. Der Wert dieser Eonstanten ergibt sich 
aus der Bemerkung, daß für u » 

lim (p(m) - ^) = und lim (|>^(w) - ^) = 

ist. Wir erhalten 

«-1 



»=1 



Um diese Formel weiter auszuführen, müssen wir den 
Fall, daß n eine ungerade Primzahl ist, und den Fall w = 2 
unterscheiden. Im ersten Fall können wir auf Orund der 
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Periodizität der 2? -Funktion die Gleichung (7) in der Form 
schreiben: 

" a ~ a ' 

Mit Rücksicht auf das Additionstheorem der jhFunktion folgt 

(§ 62) 

n-l 

. . . . ^1 [2|?(tf)p(yap — ^ g^] [ p{u ) + p{va^] — g, 

n-l 

a 
-2 2i,(va^) 



(8) 



n-l 

Damit ist die Aufgabe, die Funktion x^p Ju) rational 
durch die Funktion a^^p^u) auszudrücken, gelöst. Auf die 
algebraische Gleichung, die die Koeffizienten der rationalen 
Funktion bestimmt, werden wir später zurückkommen. 

§ 108. Die Transformationeii zweiten Orades. Mit 

den Transformationen zweiten Grades haben wir uns schon im 
ersten Abschnitt (§ 17) eingehend beschäftigt. Wir wollen 
nun zeigen, wie sich die früher gefundenen Formeln durch 
Spezialisierung der Gleichungen (6) des vorigen Paragraphen 
ergeben. Um die Bezeichnung mit der im § 17 gebrauchten 
in Einklang zu bringen, setzen wir 

(1) X « p{uf(D^ , (Oj) =i>^(w) S « p;(u) , 

(2) y -piu/Sl,,Sl,)^p(u) S^p\u), 

(3) 5^=.4(x-6,)(^-0(^-^), 

(4) 5*^4(y-0(y^a,)(y~.3), 
(6) Jk««^-?« ;fc'8«?i_Ilft 

(6) x«-^^-*« x'«=-^— **. 
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j .. Wir betrachten die Größen Sie^e^ als gegebeu; die Be- 

zeichnung sei so gewählt^ daß der absolute Betrag | £i — ^s | 
großer oder wenigstens nicht kleiner ist ab die absoluten 
Y Betrage | «» — «5 i nnd | «1 — ^ j | . Das Vorzeichen der Größen 

'<^ X und x' wählen wir so^ daß ihre reellen Teile positiv sind, 

um die Gleichungen (7) des vorigen Paragraphen umzu- 
formen, benutzen wir die Gleichungen (§ 52 Schluß) 

(Xy liy V eine Permutation der Zahlen 1, 2, 3) 
und erhalten 

(7) Po(u) -l>(«/ßi, t) =i»(u) + ^*'-^ä}-i~ ' 

(8) ft(«) -D («M, ^) ^p{u) + (^^(i'-^>, 

(9) l'.(«)="l>(««/^,ß,) -!»(«) + ^*»--|^^^f^- 

' Die letzte Gleichung stellt die Landensche Transforma- 

tion dar. Wir wollen zunächst bei dieser stehen bleiben. Für 
u=^ Si^ ist 

■■ und aus (9) folgt 

(10) ^=- «3- («1 - O 2£i. 

Für w = y und w = ^ + -^a nimmt p^{u) die Werte e^ bzw. 

«, an; die Zuordnung kann beliebig gewählt werden. Für diese 
Werte verschwindet die Deri vierte i)«(w), aber nicht die Deri- 
vierte p\u). Die Werte der Funktion p{u), die den Werten 
JPao(w) = ^ und p»(u) = e, entsprechen, sind demnach Wurzeln 
der Gleichimg 

(y - hY =- («1 - hXh - h) - («1 - hY x'*- (6) 



Wir genügen der Gleichung (9), indem wir setzen 
fi + 2(«,-a.)x'- (*x-«,)[i(l + x") + 2x'] 



<"> 1::::: 



844 § 108. Die Transfoimatioxien zweiten Grades. 

Es folgt mit Rücksicht auf (5) und (10) 

(12) **-(J-;-:y ^"-(ii"«r- 

Die Vorzeichen der Größen k und V wählen wir so, daß 
ihre reellen Teile positiv sind. Es ist also, weil der reelle 
Teil von x positiv und der absolute Betrag | x' ' < 1 ist 

(13) *=~«: 

zu setzen. Aus dieser Gleichung folgt 

Weil der reelle Teil von x' positiv ist, ist ] 1 + x' | > 1, 
folglich ist 

(14) 'Ä'<|x,*. 

Die Gleichung (7) stellt die G au ß sehe Transformation dar. 
Durch eine der eben durchgefQhrten ganz ähnliehe Rech- 
nung erhalten wir 

Ci 2e, 

(15) e,- ,,+ 2(^-*,)x = (6i-f,)[-i(l + x») + 2x] 
U= a,-2(£i-6,)x-(£,-e,)[-i(l + x*)-2x] 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf (5) 

(16) ^'-{^l "°d *'<>',». 

In § 19 haben wir gezeigt, daß die wiederholte Anwendung 
der Landen sehen Transformation zur Berechnung des Integrals 
erster Gattung führt. Dabei haben wir uns aber auf reelle 
Werte des Moduls und der Integrationsgrenze beschränkt. 
Wenn eine dieser Größen einen komplexen Wert besitzt, so 
gestaltet sich dieses Verfahren zu umständlich und wir haben 
deswegen im § 68 zwei Reihenentwicklungen hergestellt, die 
in diesem Fall zur Berechnung des iQtegralwertes dienen können. 
Die erste dieser Reihen konvergiert im ungünstigsten Fall — 
wenigstens annähernd — wie eine geometrische Reihe, deren 
Reihenexponent gleich dem Modul ist, die zweite wie eine 
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Reihe^ deren Exponent gleich dem komplementären Modul ist 
Um zn einer starker konvergierenden Reihe zu gelangen^ trans- 
formieren wir das zu berechnende Integral erster Gattung 

OD 

^ J 2l/(y-0(y-s,)(y-0 
durch die Landen sehe Substitution (9) in das Integral 

OD 

dx 



-h 



und benutzen zur Berechnung dieses Integrals die erste der 
obengenannten Reihenentwicklungen. Anstatt dessen können 
wir auch die G au ß sehe Transformation (7) anwenden und 
dann die zweite Reihenentwicklung benutzen. 

Das erste Verfahren ist vorteilhafter, wenn | x | < x' j ist^ 
das zweite, wenn | x | > ' x' | ist. Der ungünstigste Fall tritt 
ein, wenn 

ist. In diesem Fall folgt aus (13) 



also 

l*i-=tgS = 0,268.... 

Denselben Wert liefert (16) für k' \ 

Die Transformation (8) können wir benutzen, um eine 
|}-Funktion, die eine reelle Invariante aber eine negative Dis- 
kriminante besitzt, in eine p-Fanktion mit positiver Diskrimi- 
nante zu transformieren (vgl. § 12) 

Nehmen wir an, die Größe e^ sei reell, die Größen e^ 
und £3 seien konjugiert imaginär. Aus (8) folgt, wenn wir 
u » G)^ setzen 

Die den Werten e„ e, entsprechenden Werte 
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tsind Wurzeln der Gtleichung 

folglich ist 



Das Produkt der konjugiert imaginären Größen «, ■- fj, «j — ^ 
ist positiv^ demnach sind die drei örö£en e^e^t^ reell. 

§ 104. Die TeUnngsglelohiing. Im § 100 haben 
wir gezeigt: wenn zwischen den Perioden 2cDi, 2cdj und 2Äi, 
2i23 der Funktionen 

a; =- j> (m/cdi, Oj) und jer = |> (w/Äi, Äs) 
die Beziehung besteht 

(1) ^ _ , , n^ad — bc 

SO ist X eine rationale Funktion w-ter Ordnung von z. 

Wenn der Wert x gegeben ist, so ist demnach z durch 
eine Gleichung ^-ten Grades bestimmt. Die Aufgabe diese 
Gleichung zu untersuchen, läßt sich auf ein allgemeineres 
Problem zurückführen, auf das wir schon früher hingewiesen 
haben. 

Aus (1) folgt 

Diese Gleichungen zeigen, daß die Funktion z ^p{u/Sl^j Sl^) 
die Perioden 2wgji, 2n(B^ besitzt. Nach Kleins Vorgang be- 
zeichnet man die doppelt periodischen Funktionen, denen diese 
Perioden zukommen, als elliptische Funktionen w-ter Stufe. 
Sie lassen sich alle rational durch die beiden Funktionen 



und 



jp(m/w(»i, noa) = ^,p{^jo^v «'s) 



ausdrücken. Die Funktion 

y-p{~l<Ot,ca^) 
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genügt, wie wir gesehen liaben (§ 53, Schluß) einer Gleichung 
w*-ten Grades von der Form 

(2) F(i,)^Ä(i,)-xB(3,) = 

der ,,TeilungBgleichung^^ Ä(;y) und B(tf) bedeuten ganze 
Funktionen vom Grade n* der Größe y; die Koeffizienten 
dieser ganzen Funktionen sind ganze Funktionen der Größen 
^g^ und g^ mit ganzzahligen Koeffizienten. Die n* Wurzeln 
y^^ der Teilungsgleichung (2) lassen sich in der Form 

(3) y..-i>f^tlA"^=^^^-) A,^ = 0,l,2,...,„-l 

darstellen (vgl. § 53). Diese w* Werte sind im allgemeinen 
untereinander verschieden; eine Ausnahme tritt nur ein, wenn 
nu einer Halbperiode kongruent ist. 

Die Teilungsgleichung ist irreduzibel ; keine ihrer Wurzeln 
kann einer Gleichung niedrigeren Grades genügen, deren Koeffi- 
zienten ebenfalls in x rational sind. 

Zum Beweis nehmen wir einen Augenblick an, die Wurzel 
^00 gö^^gö der Gleichung a)(y) = 0, deren Koeffizienten 
ganze Funktionen von x sind. Wegen der Periodizität der 
Funktion x '^p{u/(D^, (o^) ändern sich die Koeffizienten der 
Gleichung nicht, wenn wir den Wert u durch 

u + 2Aaii + 2ficD3 

ersetzen. Infolge dieser Vertauschung tritt aber an Stelle 
der Wurzel 

y„-i,(^) dieWurzel ,,^ = ^ fi± «i^+l!*-.) . 

Folglich genügen der Gleichung 0(y) » die sämtlichen 
n^ Wurzeln der Teilungsgleichung. 

Um die Gruppe der Teilungsgleichung bestimmen zu 
können, müssen wir zunächst den Rationalitätsbereich des 
genaueren festsetzen (vgl. § 94). Wir wollen als rational be- 
kannt ansehen: 

1. Die rationalen Zahlen und die Invarianten g^ und e^,. 

2. Die Größen p (^-^±^ „nd /( 'f*"' + ''""' ) 
A, f* = 0, 1, 2, • • • w ausgenommen A — fi = 0. 
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3. Die Größen p{u) und p{u). 

Mit den Gleichungen, die die an zweiter Stelle genannten 
Gh-öBen bestimmen, werden wir uns in den nächsten Para- 
graphen beschäftigen. 

Ersetzen wir in den Gleichungen (3) die Variable u durch 
w + 2x(Di + 21/O3, so tritt an Stelle der Wurzel y^^^ die 
Wurzel y^+xj/u+v* (1^1® Indizes sind raodulo n zu nehmen.) 
Wir schließen hieraus: Zur Gruppe der Teilungsgleichung ge* 
hört jedenfalls die Substitution S^^y die die Wurzel y^^ durch 
die Wurzel yji+x./i+y ©wetzt. Die Anzahl dieser Substitutionen 
ist n^. Die Substitution S^^ läßt sich aus den Potenzen der 
beiden Substitutionen S^^ und Sq^ zusammensetzen. Die Sub- 
stitution /S^o vermehrt den ersten Index jeder Wurzel um eine 
Einheit und läßt den zweiten ungeändert, die Substitution S^^ 
läßt den ersten Index ungeändert und vermehrt den zweiten 
um eine Einheit. Es ist offensichtlich 

S., - S',,Sl, - 5;,S«„ (x,t;-0,l,2, ... «-1). 

Weil die beiden Substitutionen S^^ und S^^ vertausch bar 
sind; so büden die w' Substitutionen eine Abel sehe Gruppe P 
(8. § 98). 

Wir beweisen nun, daß die Gruppe G der Teilungsglei- 
chung mit dieser Gruppe f identisch ist Zum Beweis nehmen 
wir einen Augenblick an, die Gruppe G enthalte eine Sub- 
stitution U, die nicht der Gruppe V angehört. Diese Sub- 
stitution ersetze die Wurzel y^o ^^rch die Wurzel y^^. Die 
Substitution F= ÜS-^Sq^, die ebenfalls nicht der Gruppe f 
angehört, läßt die Wurzel y^o auf ihrem Platz. Aus unserer 
Annahme folgt also, daß es eine Substitution der Gruppe G 
gibt, die die Wurzel yoo ungeändert läßt. Auf Grund des 
Additionstheorems der jp- Funktion kann man die Wurzel 

rational durch die Größen 

yoo-P[^) P(n) P( - V- ) P [ n- -- ) 

ausdrücken. Nun ergibt sich durch Differentiation der Glei- 
chung (2) 
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[^'(y)-*B'(y)]g-5(y)^ = 0. 
Wir können daher die Größe 

rational durch die Wurzel y^Q und Größen unseres Rationa- 
litätshereichs ausdrücken. Daraus folgt ^ daß sich auch die 
Wurzel y^^ rational durch die Wurzel y^^ und Größen unseres 
Rationalitätsbereichs ausdrücken läßt. Eine Substitution V, 
die die Größe y^^ ungeändert läßt, muß demnach alle n^ 
Wurzeln y^^^ ungeändert lassen. Die Annahme, in der Gruppe G 
komme eine Substitution Tor, die nicht in der Gruppe f ent- 
halten ist; führt demnach zu einem Widerspruch. Damit ist 
bewiesen : 

Die Gruppe der Teilungsgleichung ist eine Abelsche 
Gruppe. 

Weil sich die Substitutionen der Gruppe G als Produkte 
der Potenzen von zwei Substitutionen S^q und 8^^ darstellen 
lassen, können wir die Auflösung der Teilungsgleichung auf 
die Auflösung von zwei binomischen Gleichungen vom Grade n 
zurückführen (vgl. § 98). 

Die Teilung des Arguments der jp- Funktion durch eine 
zusammengesetzte Zahl n kann durch die sukzessive Teilung 
durch die Faktoren von n ersetzt werden. Man kann sich 
deshalb darauf beschränken, die Gleichungen genauer zu unter- 
suchen, die der Teilung durch eine Primzahl entsprechen. 

Für den einfachsten Fall n » 2 wollen wir die Rechnung 
durchführen. Wir setzen 

/■o(«)=J'(y) +i>(f +«:) +l>(-f + <»,) +i>(|- + <»«) 
/i(«) -1» (t) + 1» (y + »i) -P (y + '^) -P (y + "'s) 

fii») -p(i) +p{y + "»j) -p (y + "'») -P (y + "'i) 
/■»(«) - P (I ) + P (y + ««) - j» (y + «"i) - P (y + "'») • 

Die Funktion fo(u) besitzt die Perioden 2<0i, 203. Sie 
wird im* fundamentalen Periodenparallelogramm (2o>^, 2 a),) nur 



(4) 
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im Nullpunkt unendlich und zwar zur zweiten Ordnung. 
Für w -= ist 

lim[/i(ti)-y = 0. 
Hieraus folgt 

(5) ^(«) = 4l)(«). 

Die Funktion fi(tt) hat die Periodizitütseigenschaften 

/;(« + 2a,,) = /i(«) /;(« + 2a,,) - - f,(u) 



^^^ ' /i(« + 2a,,) = -/i(M). 

Im fundamentalen PeriodenparaUelogramm (2(0^, 2(Ds) wird 
die Funktion fi(u) nur im Nullpunkt unendlich und zwar zur 
zweiten Ordnung. In den Punkten a^y m^ verschwindet sie 
zur ersten Ordnung. Das Produkt der beiden Funktionen 

Vp(u)-e,'-:ll- und ^^^^» = ^'^1- (§HN.9) 

besitzt dieselben Periodizitätseigenschaften (6) (s. § 55, Nr. 4), 
dieselben einfachen Nullpunkte und denselben Unstetigkeits- 
punkt zweiter Ordnung. Dieses Produkt unterscheidet sich 
daher von fi{u) nur um einen konstanten Faktor, der sich 
aus der Bedingung 

lim-^/i(«) = l 

ergibt. Wir erhalten 

(7) f, (u) - 4 Vpiuj^ yp(ü)^e, . 
Analog ergibt sich 

(8) f,(u) = 4 yp{u)-e, V^W- ^> 

(9) n{u) = 4 >^Ö*K^ /!>(")- «i- 

Substituieren wir die Werte (5), (7), (8) und (9) in (4) 
und addieren wir dann diese Gleichungen, so ergibt sich 



P (y) = P(«) -f- Vp («)-«» • yjp(«) - «» 



+ yp^-et-yp{u)-e^+yp{u)-e^-yp{uj-e^. 
Die drei Quadratwurzeln genügen der Gleichung 



p'{u) 2yp{u)-\-yp{u)-e^-yp{u)-e,. 
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£b ist alsOy da wir p'(n) als bekannt betrachten, eine 
derselben durch die beiden anderen bestimmt. 

Die Teilung durch eine ungerade Primzahl n kann man 

in ähnlicher Weise durchfahren: die Funktion p (^j läßt sich 

rational durch die in § 54 eingeftthrten w*— 1 Funktionen ^^^(w) 
und die Funktionen p(u) und p\u) ausdrücken. Wir wollen 
hierauf nicht weiter eingehen. 

§ 105. Die TeUnng der Perioden. Bei unseren Be- 
trachtungen über die Teilung des Arguments der ^-Funktion 
haben wir die Größen 

(1) ^/2Xa >^+2 fia),\ 

als rational bekannt betrachtet. Wir wollen uns nun mit der 
Gleichung beschäftigen^ die diese Gh'ößen bestimmt. Bei dieser 
Untersuchung haben wir als rational bekannt zu betrachten 

1. die rationalen Zahlen^ 

2. die Invarianten g^ und g^, 
und wir wollen überdies 

3. die n-ten Einheitswurzeln in den Rationalitätsbereich 
aufiiehmen. 

Die Teilung der Perioden durch eine zusammengesetzte 
Zahl kann — analog wie dies bei der Teilung des Arguments 
geschehen ist — durch die sukzessive Teilung derselben durch 
die Faktoren ersetzt werden. Wir können uns daher^ den 
trivialen Fall w = 2 bei Seite lassend, auf die Teilung der 
Perioden durch eine ungerade Primzahl n beschränken. Die 
Teilungsgleichung ergibt sich unmittelbar aus der Gleichung 
(24) des § 53. Setzen wir 

n ' 

80 wird die Funktion p(nu) unendlich, daraus folgt, daß die 
Größen (1) der Gleichung ^(»*— l)-ten Grades 

(2) Giin^-l){^)-0 

genügen. Die Koeffizienten dieser Gleichung sind ganze Funk- 
tionen der Größen ^g^ und (/, mit ganzzahligen Koeffizienten. 
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Für die Wurzeln (1) der Teilungsgleichung führen wir 
eine abkürzende Bezeichnung ein; wir setzen 

^ _ / 2Zo>^4-2^<o, \ A,f* = 0, 1, 2,...,«-l modn, 
^^ \ n / ausgenommen X = ft = 0. 

Die Indizes l, fi sind nur modulo n bestimmt. Weil die 
Funktion p(u) gerade ist, ist 

(4) ^-l^f^-^Xu 

zu setzen. 

Es handelt sich nun vor allem darum, die Ghnippe der 
Gleichung (2) zu bestimmen. 

Die Größen g^ und g^ und folglich auch alle (Größen des 
festgesetzten Bationalitätsbereiches bleiben ungeändert, wenn 
wir die Halbperioden (d^, Og durch die äquivalenten Halb- 
perioden 

(5) cj/ ^ «Ol + /ScDg cDj' = ycDi + dojg 

ersetzen. Hier bedeuten aßyS ganze Zahlen, die der Bedingung 

(6) ad-ßy^l 

genügen. Die Substitution (5) bewirkt demnach eine Permu- 
tation der Wurzeln der Gleichung (2), die sicher in der Gruppe 
der Gleichung enthalten ist. 

An Stelle der Wurzel X;^^ tritt die Wurzel X;^,^,y deren 
Indizes durch die Kongruenzen 

(7) ±>L'=aX + yft ±(i'=ß^ + 8(i modn 

bestimmt sind (vgl. (4)). Die Gesamtheit der Substitutionen, 
die durch derartige Kongruenzen charakterisiert sind, bildet 
eine Gruppe ® und es steht von vornherein fest, daß diese 
Gruppe entweder mit der Gruppe der Teilungsgleichung (2) 
identisch ist, oder daß sie eine Untergruppe derselben ist. 
Wir werden im § 107 nachweisen, daß der erstere Fall eintritt. 
Für die Bestimmung der Indizes X'fi (7) kommen nur 
die Reste der Zahlen aßyd modulo n in Betracht, und weil 
den Indizespaaren k'^' und — A' — fi' dieselbe Wurzel ent- 
spricht (4), entspricht den Substitutionskoeffizienten 

Q-(:::S 
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dieselbe auf die Wurzeln bezügliche Substitution. Der 6rad 
der (Gruppe G ist demnach halb so groß als die Anzahl der 
verschiedenen Lösungen der Kongruenz 

(8) atf — j8y = l modn. 

Wenn wir a als nicht teilbar durch n annehmen^ so können 
wir die Zahlen ß und y beliebig wählen; dieser Annahme ent- 
sprechen also (n — l)n^ Lösungen der Kongruenz. Ist ci: = 0, 
so kann d beliebig gewählt werden und die Wahl von ß unter- 
liegt nur der Beschränkung^ daß ß nicht durch n teilbar sein 
dar£ Dieser Annahme entsprechen also n(n— 1) Lösungen 
der Kongruenz. Der Kongruenz (8) genügen also n^n^—l) 
inkongruente Zahlenquadrupel und der Grad der Gruppe @ ist 
daher J-w(w*— 1), 

Nehmen wir an, eine bestimmte Substitution der Gruppe ® 
ersetze die Wurzeln x^^, x^^^ durch x^'^» bzw. durch x^'^'. Es 
bestehen dann neben den Kongruenzen (7) die beiden Kon- 
gruenzen 

(9) ±x'=ax + yv -^v =^ ßx + dv modn. 

Dabei ist zu bemerken, daß in jedem der beiden Kon- 
gruenzenpaare (7) und (9) gleichzeitig die oberen oder die 
unteren Zeichen gelten. Aus den vier Kongruenzen folgt mit 
Rücksicht auf (8) 

(10) X'v' - iLX = ± (;i V - ^x) mod n . 

Nehmen wir nun umgekehrt an, es sei die eine der in 
(10) zusammengefaßten Kongruenzen erfüllt und nehmen wir 
weiter an, die Determinante Av — ftx sei nicht durch n teilbar. 
Unter dieser Voraussetzung gibt es eine und nur eine Sub- 
stitution der Gruppe ®, die gleichzeitig die Wurzel Xj^^ durch 
x^ff^, und die Wurzel x^^ durch x^,^ ersetzt. 

Zum Beweis bestimmen wir die Zahlen aßyS durch die 
Kongruenzen (7) und (9) und zwar wählen wir, wenn in (10) 
das obere Zeichen gilt, in den beiden Kongruenzenpaaren 
gleichzeitig die oberen oder die unteren Vorzeichen; wenn da- 
gegen in (10) das untere Zeichen gilt, so wählen wir in einem 
der beiden Kongruenzenpaare das obere, in dem andern das 

Durdge-Maurer, elllptifohe Fanktionea. 5. Anfl. 23 
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untere Yorzeiclien. Auf Grund dieser Bestimmung zieht die 
Kongruenz (10) die Kongruenz (8) nach sich. 

Wir heben einen Spezialfall hervor, von dem wir später 
Gebrauch machen werden: es gibt in der Gruppe ® eine Sub- 
stitution, die gleichzeitig x^^ durch x^q und rc^^ durch x^^. er- 
setzt. Der Index v ist durch eine der beiden Kongruenzen 

4- 1/' = Xv — fix mod n 
bestimmt. 

Weil die Gruppe ® Substitutionen enthält, die die Wurzel 
^Xft <i^rch eine beliebige andere Wurzel X;^,^, ersetzen, ist sie 
transitiv. Dasselbe gilt daher auch für die Gruppe der Tei- 
lungsgleichung. Die Teilungsgleichung ist demnach irredu- 
zibel (§ 95). 

Der Beweis, daß @ die Gruppe der Teilimgsgleichimg ist, 
stützt sich auf gewisse Relationen zwischen den Wurzeln der 
TeilungsgleichuDg, die Abel — allerdings in etwas anderer 
Form — angegeben hat. Diese Relationen wollen wir zunächst 
entwickeln. 

§ 106. Die Abelsohen Belatlonen. Die Funktion 

(1) /■»=^%*° «"1'2,3 

wird nur in zwei Punkten des Periodenparallelogramms un- 
endlich und zwar zur ersten Ordnung. Es sind das die Punkte 
(o^ und G}^; die Zahlen a, ß, y sind eine Permutation der 
Zahlen 1, 2, 3. Den beiden Unstetigkeitspunkten entsprechen 
entgegengesetzt gleiche Residuen (§ 50). Die Funktion /*«(tt) 
besitzt die Perioden 2(0^, 2(d^ und sie genügt außerdem der 
Gleichung 

(2) /•<.(« + «'„) = -/•»• 

Zum Beweis ist zu bemerken: die Summe /*«(«* + cd J +/*^(tt) 
wird weder im Punkt o. noch im Punkt co^ unstetig, denn 
in diesen Punkten wird zwar jeder der Summanden zur ersten 
Ordnung unendlich, aber die Residuen derselben haben ent- 
gegengesetzt gleiche Werte. Die Summe wird also im Perioden- 
parallelogramm nirgends unstetig und ist daher als doppelt. 
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periodische Funktion konstant; da sie för u -» verschwinde t^ 
so ist sie identisch Null. 

Wir setzen nun unter x eine beliebige und unter n eine 
ungerade positive ganze Zahl verstehend 

(3) J^»-^*^/-„(«+'?-)' 

Das allgemeine Glied der rechts stehenden Summe bleibt 
ungeanderty wenn wir den Index v um ein Multiplum der 
Zahl n vermehren. Wir können deshalb die Summation statt 
über die Indizes bis n — 1 über ein beliebiges vollständiges 
Rests jstem nach dem Modul n erstrecken. 

Die Funktion F„(u) wird in den Punkten 

, «,,-^T.nd«>,-^;"' (v = 0,l,2,...,«-l) 

imd in den homologen Punkten zur ersten Ordnung unendlich. 
Die Funktion F^{u) besitzt ebenso wie die Funktion fa{u) 
die Perioden 2(D^y 203^ sie genügt aber außerdem der Gleichung 

(4) F„{u+'^) = e--^-FM- 
Der Beweis ergibt sich aus der Gleichung 

Ans der Gleichung (3) ergibt sich mit Rücksicht auf (2) 



e _ 

■ =0 

n-1 



^ %x{^v + l)ni . (2^^!^^) X 



VbO 



Weil die Zahl n nach Voraussetzung ungerade ist^ ist 
eine ganze Zahl, folglich ist 

%x{'iv + l) ni AxXni 

e * = ^ » • 

28* 
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Die Zahlen v und k durchlaufen gleichzeitig ein yoll- 
standiges Restsystem nach dem Modul n. Folglich ist 

«"■"•f.(»+if)--J'^ /•.(«+"-')—•'■.(•)• 

Die Funktion Fj^(u) besitzt also die Periodizitatseigen- 
Schäften 

(5) F,(«+^) = -e"^'j;(u) F,(u + 2a>,)~F,iu). 

Die Funktion F^(u) kann demnach auch als elliptische 

Funktion zweiter Art mit den Perioden —, 2m^ aufgefaßt 

werden (§ 56); als solche besitzt sie in dem fundamentalen 

Periodenparallelogramm (— , 2cojj nur den einen Unstetigkeits- 

punkt ti » cog . 

Aus den Gleichungen (2) und (4) folgt, daß die Funktion 
F^{u) den Gleichungen 



4»7ti 



(6) F,(u + ^-^)~e'-' F,(u) F,iu + a,,) F,(u) 

genügt. Die Funktion F^{u) ist demnach eine elliptische 
Funktion zweiter Art mit den Perioden — ^, co,. In dem fun- 

damentalen Periodenparallelogramm (-—', ©t) ^^^f^ ^^^ ®i^ ^^^ 

Stetigkeitspunkt derselben, der Pimkt «* =* -^ • 

Aus den Gleichungen (2) und (4) folgt femer, daß die 
Funktion F^(u) den Gleichungen 

(7) F,{u + '^}^-)^f~-^*F,(u) 'F(ti + cD,) F,(u) 

genügt. Die Funktion F^(u) ist also eine elliptische Funktion 
zweiter Art mit den Perioden -*,©«. Im fundamentalen 

Periodenparallelogramm (^-* , 2©,) wird sie nur im Punkt ^ 

unstetig. 

Die drei elliptischen Funktionen zweiter Art F^, F^j F, 
haben die Eigenschaft, daß ihre Periodizitätsfaktoren 2w-te 
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Binheitswurzeln sind. Diese Eigenschaft führt sofort zur Be- 
stimmung ihrer Nullpunkte. 

Im § 54 haben wir uns mit einwertigen Funktionen der 
Yariabeln u beschäfbigt^ von denen eine Potenz doppelt perio- 
disch ist. Wir haben uns dabei auf Funktionen beschrankt, 
die nur in einem Punkt des fandamentalen Periodenparallelo- 
gramms unstetig werden, und angenommen, daß der Unstetig- 
keitspunkt in den Nullpunkt falle. Wir haben bewiesen, daß 
eine derartige Funktion auch nur in einem Punkt v des 
Periodeuparallelogramms verschwindet. Damit die 2 n-te Potenz 
der Funktion die Perioden 2ci^, 2(d^ besitzt, muß v einer Glei- 
chung der Form 

(8) V = ^<+^^< 

genügen, wo A, jit beliebige ganze Zahlen bedeuten (§ 54, Nr. 4; 
in dieser Gleichung ist n durch 2n zu ersetzen). Die einem 
bestimmten Zahlenpaar A, ft entsprechende Funktion haben wir 
mit ^x^{u) bezeichnet. Sie hat die Periodizitätseigenschafteh 

(§ 54, Nr. 7) 

(9) *i;,(« + 20-e"'^«>,^(«) *.^(« + 20 = e"^<l>,^(u). 

Die Fimktion cp^^(u — a) besitzt dieselben Periodizitäts- 
eigenschaften. Zwischen ihrem ünstetigkeitspxmkt a und ihrem 
Nullpunkt h ^ V + a besteht die Beziehung (8) 

(10) 6_a = ^<i'*^. 

Um die Funktion Oj,^(u) mit der Funktion F^{u) zu 
identifizieren, müssen wir setzen (vgl. (5) u. (9)) 

a = ö, « cDo'. 



CD 




"j 


ft- 


■ 2x- 


■ n 


A 


Aus 

(11) 


(10) folgt 




b = 


2x0), 
n 







Um zur Funktion F^(u) zu gelangen, setzen wir (vgl. (6) 
und (9)) 

<-^' 0,3'^"^ ^-4x A==-(2x + l)n a = ?^. 
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Wir erhalten (10) für den Nullpunkt b wieder dieselbe 
Gleichung (11). 

Um zur Punktion F^(u) zu gelangen, setzen wir (vgl. (7) 
und (9)) 

1 n ' 2 ^ n 

Die Gleichung (10) ergibt auch in diesem Fall wieder 
denselben Nullpunkt (11). Die drei Funktionen J\, F^y F^ be- 
sitzen daher denselben Nullpunkt (11) und alle gemeinsamen 
Nullpunkte der drei Funktionen lassen sich in der Form 

darstellen, wo a, ß ganze Zahlen bedeuten. 

Ein gemeinschaftlicher Nullpunkt der drei Funktionen 
FiF^F^ (3) ist auch Nullpunkt der beiden Funktionen 

Axvni — — — / 2va)i\ 

und vice versa. Folglich bestehen für jede Zahl x die Glei- 
chungen 

(^^) 2 ./ 2.^+2xa,, X -Q ^"^2 -T7 27^+-2.-;^ X-- "Q" 

^=^ -p l — ;r-v-; -=« p [ — ,, — ) 

Dagegen können, wenn die Zahlen l und x nicht modulo n 
kongruent sind, nicht gleichzeitig die beiden Ausdrücke 



Axvni 



2/ T/2^^^»r+2x«..\ '^^ 



/2»mi + 8Xo).\ 



^ ^, ^2^0.. + 2X0..^ ^ ^, ^2.«,. + 2X«,,^ 

verschwinden. 

Den Inhalt der Gleichungen (12) bezeichnet man als Abel- 
sche Relationen. Man kann aus den angegebenen Gleichungen 
weitere ableiten, indem man das Periodenpaar 2q}i, 203 durch 
ein äquivalentes Periodenpaar ersetzt. Wir gehen darauf nicht 
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weiter ein, weil die Belationen (12) far unsere Zwecke aus- 
reichen. 

§ 107. Beweis, daß die Omppe ® die Grappe der 
Teilnngsgleichung ist. Weitere Belationen zwischen den 
Wurzeln der Teilungsgleichung ergeben sich aus dem Multi- 
plikationstheorem und dem Additionstheorem der p -Funktion. 
Wir setzen zur Abkürzung 

Zwischen den Größen x^u und x'xfi besteht die Beziehung 

(1) iciV — ^^fi — g^xxfi — gs . 

Auf Grund des Multiplikationstheorems der jj- Funktion 
(§ 53) ist, wenn a eine beliebige ganze Zahl bedeutet 

R^ bedeutet eine rationale Funktion des angezeigten Arguments, 
deren Koeffizienten dem festgesetzten Bationalitätsbereich an^ 
gehören. Aus dieser Gleichung folgt 

p\au)^l R(p(u))p'iu). 

Fo^lich ist 

(2) a;„^„,-2J„(ar,^) 
und 

(3) x'aZ.ain = -^ R'(XXft)Xlf,, 

Das Additionstheorem der |>- Funktion können wir in der Form 
schreiben 

p(u + v)^ Ä(p{u), p(v)) + B{jß{u),p{v))p'{u)p\v) (§ 52, Nr. 8). 

Hier bedeuten A, B rationale Funktionen der angezeigten 
Argumente, deren Koefnzienten dem festgesetzten Bationalitäts- 
bereich angehören. Aus dieser Gleichimg folgt 

Wir ersetzen die Indizes A, fi bzw. durch aX, agi und die 
Indizes x, v bzw. durch /3x, ßv und erhalten 
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Wegen (2) ist 

und wegen (3) ist 

Zufolge (4) können wir das Produkt XXfiXxy rational durch 
die Größen x^^^, x^^ und Xj^^^^^^^ ausdrücken. Substituieren 
wir die angegebenen Ausdrücke in (5), so erhalten wir eine 
Gleichung der Form 

(P) ^aX + (ix,afi + fiv^ '^a;i\^Xfif^xr> ^X + x,fi + v)' 

Hier bedeutet P^^ eine rationale Funktion der angezeigten 
Argumente^ deren Koeffizienten unserem Bationalitatsbereich 
angehören. 

Es sei nun ü eine beliebige Substitution^ die der Gruppe 
der Teilungsgleichung angehört. Diese Substitution ersetze 
die Wurzeln x^q, Xq^ durch die Wurzeln X;,^ bzw. x^^. Die 
Determinante kv — fix ist nicht durch n teilbar. Zum Beweis 
ist zu bemerken: die Indizes X und fi können nicht beide 
durch n teilbar sein^ folglich gibt es, wenn die Determinante 
durch n teilbar ist, eine Zahl q, die den beiden Kongruenzen 

qX^x Qfi^v mod n 
genügt. Folglich ist (2) 

Die zur Substitution U inyerse Substitution ersetzt Xj^ 
durch x^Q, also a;^^ durch 

und dies widerspricht unserer Annahme, daß die Substitution U 
x^^ an Stelle von x^^ treten läßt 

Weil die Determinante Xv — \ix nicht durch n teilbar ist, 
gibt es in der Gruppe ® eine Substitution F, die x^^ durch 
iCjo und x^^ durch x^^ ersetzt. Die Zahl /5 ist durch die 
Kongruenz 

±^ ß = Xv — (tx modn 

bestimmt (§ 105 Schluß). Das Vorzeichen von ß können wir 
nach Belieben wählen (vgl. § 105, Nr. 4). Wir werden sofort 
darüber verfügen. 
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Weil die Gruppe @ in der Grruppe dei' Teilnngsgleicliimg 
eiithalten ist^ gehört dieser Grappe anch die Substitution 

(7) W^UV 

an. Diese Substitution läßt die Wurzel x^q auf ihrem Plat:& 
und ersetzt x^^ durch x^^. Wegen (1) muß sie daher an 
Stelle des Produkts Xioxin entweder das Produkt a;io^o/s oder 
das Produkt — x[o s^ofi treten lassen. Wenden wir die Sub- 
stitution W auf die rechte Seite der Gleichung (4) 

aU; so geht dieselbe in 

(8) ^(^10^ ^oß) ± S(XiQ, Xq^) x[q Xq^^ 

über. Je nachdem das obere oder das untere Zeichen gilt, 
ist dieser Ausdruck =^Xj^^ oder ^x^,^^. Wir wollen nun 
das Vorzeichen von ß, das bisher noch nicht fixiert ist^ so 
wählen, daß in (8) das obere Zeichen gilt. Unter dieser 
Voraussetzung ersetzt die Substitution W die Wurzel x^^ 
durch rCj^. 

In der Gleichung (6) ersetzen wir nun die Buchstaben 

X fi X V a ß 
bzw. durch 

1 ß X fi. 
Wir erhalten 

und speziell för ^ =» 1 

(10) X;^^ = -B>i.«(^io? %; ^u)- 

Der Vergleich der Gleichungen (0) und (10) zeigt: die 
Substitution W, die die Wurzeln ^lo^oi^ii ^^^- durch x^q^q^x^^ 
ersetzt, läßt an Stelle der Wurzel Xj^^ die Wurzel x^^^ treten* 

Bisher haben wir nur von den Relationen zwischen den 
Wurzehi Gebrauch gemacht, die sich aus den Gleichungen (2) 
und (4) ergeben. Um auch die Abelschen Relationen heran- 
ziehen zu können, müssen wir zunächst feststellen, welche 
Wirkung die Substitution W auf die Größe x'^ aastlbt. Da 
ist von vornherein klar, daß an Stelle von x\ entweder a?^ ^ 
oder —^[ß treten muß (1). 
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Wir Beizen in (4) 

x= 1 v = 
und erhalten 

Wenden wir die Substitution W an, so folgt 

Diese Gleichung ist nur richtig, wenn das obere Zeichen 
gilt. Es wird also das Produkt x^^x'^^^^ durch oc[qX\^ ersetzt. 
An Stelle der Größe x^ tritt also, je nachdem x[q ungeändert 
bleibt oder sein Vorzeichen wechselt, x] . oder — x. ^ . 

Wir wenden nun die Substitution W auf die Ab eischen 
Relationen 

n — 1 ~ « — 1 " ~^ 

V-%-=.0 und ^'---^-O 

an (Gleichung (12) des vorigen Paragraphen). Die rechten 
Seiten dieser Gleichungen gehen über in 

n—1 ^ n—1 ^ 

Diese Ausdrücke können nur dann beide verschwinden, 
wenn /J = 1 mod n ist. In diesem Fall laßt die Substitution W 
alle Wurzeln ungeändert, es ist also (7) 

Weil die Substitution V der Gruppe @ angehört, gilt 
dasselbe für die Substitution Z7, die beliebig aus der Gruppe 
der Teilungsgleichung ausgewählt werden konnte. 

Wir ziehen aus den vorausgehenden Entwicklungen noch 
eine Folgerung. Wenn die Teilungsgleichung aufgelöst ist, so 

muß man, um die Größe x\^ = p { —M zu bestimmen, noch eine 

Quadratwurzel ausziehen. Die übrigen Größen x\^^ lassen sich 
rational durch die Größen XJ^^ und x\^ ausdrücken. 
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§ 108. Beweis, daß die Orappe & für n > 8 ein- 
ÜBLOh Ist. Wir haben im § 39 gezeigt, daß sich jede Sub- 
stitution mit der Determinante 1 

deren EoefEzienten ganze Zahlen sind, aus den drei Sub- 
stitutionen 

(1) ©i' =« — ©1 (o^' ^ — fO^j 

(2) ©/ « ©8 ©j' = — Ol , 

(3) ©j =* ©j ©3 = ©j + ©j 

zusammensetzen läßt. Dieser Satz behalt seine Geltung, wenn 
man die Substitutionskoeffizienten durch ihre Reste modulo n 
ersetzt. 

Wenn man die Substitutionen 



o - c: -T 



als nicht yerschieden betrachtet, so ist die Substitution (1) 
mit der identischen Substitution äquivalent und kann daher 
weggelassen werden. Die Substitutionen der Ghruppe @ lassen 
sich demnach aus den Substitutionen 

1 0\ , „ / 1> 



-(m) - -u;) 



zusammensetzen. 

Um zu beweisen, daß die Gruppe @ einfach ist, brauchen 
wir daher nur zu zeigen, daß eine ausgezeichnete Untergruppe f 
der Gruppe ® entweder die Substitutionen 8 imd T enthält 
oder sich auf die identische Substitution reduziert» 

Wir beweisen zunächst: enthält die Gruppe @ eine 
Substitution von höherer als der zweiten Ordnung, 
80 enthält sie auch die Substitutionen S und T. 

•) Eine Substitation (A) a>i = aiOj' + ?<»•' ß>» "^yö^i' + ^«»s' ist 
durch Angabe ihrer Koeffizienten vollständig bestimmt. Wir bezeichnen 

nie daher durch das Symbol f ^j oder auch durch die symbolische 
Gleichung -^ = ( ^) • 
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Wenn die Koeffizienten der Substitution 

-CS 

der Bedingimg a + ^ = mod n genügen , so ist die inyerse 
Substitution 

— (_:-D-(:::0-. 

folglich ist die Substitution A von der zweiten Ordnung. 
Setzen wir also voraus^ daß die Substitution Ä von höherer 
als der zweiten Ordnung ist, so ist die Summe a + S nicht 
durch n teilbar. Wir woUen überdies vorerst annehmen, daß 
auch der zweite Koeffizient ß uicht durch n teilbar ist. 

Nehmen wir nun an, die Substitution A gehöre einer 
ausgezeichneten Untergruppe f der Gruppe @ an. Dieser Unter- 
gruppe gehört auch die transformierte Substitution S'^AS^ 
(§ 91), folglich auch die Substitution 



1/ erj 

\— 1/ 1/ \y 8/ \y — «1/ d — ßv/ 



B^S-^AS'A 
an. Nun ist 



und 

■ß 



\y + av 8 + ßvJ 



Folglich ist 

(4) a'^ßv + a^+aßv, 

(5) ß^^{a+8)ß + ß'v, 

(6) * y'^{a + S)y + {l-a^)v^aßv\ 

(7) 8'^ßy + ö^- aßv - |8V. 

Wir bestimmen nun v durch die Kongruenz 

(8) ßv~^{a + d) mod n. 

Zufolge unserer Voraussetzungen besitzt diese Kongruenz 
eine von Null verschiedene Wurzel. Aus (5) folgt nun 

(9) /J-sO. 
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Aus (4) und (7) folgt mit Rücksicht auf (8) 

(10) a'+*' = a»+*«+2/Jy -(« + *)« = -2. 
Aus der Kongruenz 

folgt mit Rücksicht auf (9) und (10) 

(11) a' = d' = ^l. 
Aus (6) folgt mit Rücksicht auf (8) 

/J/ = (a + iJ)|jJy-(l-0-«(« + *)] = -2(a + *). 

Folglich ist y nicht durch n teilbar. 
Wegen (9) und (11) ist 

-r:.-:)-(4- o 

und hieraus folgt 

Wählen wir X so, daß /;i = - 1 ist> so ist B^^ S, Die 
Gruppe r enthält demnach die Substitution S. Als aus- 
gezeichnete Untergruppe enthält sie auch die Substitution 

— (:-:)G:)(-::)-r:) 

und folglich auch die Substitution 

-c -X :)-(: -:) 

und die Substitution 

Die Gruppe f enthält also auch die Substitution T. 

Bei unserem Beweis haben wir außer der Voraussetzung^ 
daß die Grruppe f eine Substitution Ä Yon höherer als der 
zweiten Ordnung enthält, auch noch die weitere Voraussetzung 
benutzt, daß der zweite Koeffizient ß dieser Substitution nicht 



Ä 
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durch n teilbar ist. Von dieser letzteren Voraussetzung können 
wir uns frei machen. 

Nehmen wir an, die Gruppe f enthalte die Substitution 

\y *)' 

deren dritter Koeffizient y nicht verschwindet; so enthält sie 
als ausgezeichnete Untergruppe auch die transformierte Sub- 
stitution 

—rj)c SU :)-(:-:). 

deren zweiter Koeffizient nicht yerschwindet. 
Enthält die Gruppe f die Substitution 



Ä 
so enthält sie auch die Substitution 



-(o :)• 



Der zweite Koeffizient dieser Substitution kann nicht ver- 
schwinden. 

Denn aus den Kongruenzen 

ad = l *-a = 

würde a = Ä = ± 1 folgen. Die Substitution Ä würde sich 
also auf die identische Substitution reduzieren, entgegen unserer 
Voraussetzung. 

Nunmehr ist bewiesen: enthält die ausgezeichnete Unter- 
gruppe r eine Substitution von höherer als der zweiten Ord- 
nung; so enthält sie die Substitutionen S und T, also alle 
Substitutionen der Gruppe &, ist also keine Untergruppe im 
eigentlichen Sinn des Worts. 

Wir nehmen nun an, die Gruppe f enthalte außer der 
identischen Substitution nur Substitutionen zweiter Ordnung. 
Diese genügen, wie oben gezeigt worden ist, der Bedingung, > 
daß die Summe des ersten und vierten Substitutionskoeffizienten 
durch n teilbar ist. 
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Wie soeben nachgewiesen wurde, enthält die Gruppe f, 
wenn sie sich nicht auf die identische Substitution reduziert^ 
eine Substitution 



\y —aj' 



deren zweiter Koeffizient ß nicht verschwindet. Für die Koeffi- 
zienten der ebenfalls in f enthaltenen Substitution 



-(:• J) 



gelten in diesem Fall, weü a* + /3y = — 1 ist, die Kongruenzen 
(vgl. (4) bis (7)) 

(12) a' = ^l + aßv, 

(13) ß^^ ß'v, 

(14) ^y = -(l+a/3i/ + /3»0. 

Die Kongruenz (13) zeigt, daß die Substitution B von 
der identischen verschieden ist. Sie muß daher von der Ord- 
nung zwei sein und es ist folglich ((12) und (14)) 

a' + <r = = -2- ß^v\ 

Diese Kongruenz besitzt höchstens zwei inkongruente 
Wurzeln. Wir können deshalb, wenn w > 3 ist, eine durch n 
nicht teilbare Zahl v so wählen, daß die Kongruenz nicht er- 
füllt ist, und unsere Annahme führt daher in diesem Fall zu 
einem Widerspruch. Dieser Widerspruch tritt nicht ein, wenn 
n =» 3 ist, denn das Quadrat jeder durch 3 nicht teilbaren Zahl 
ist = — 2. In der Tat büden im Fall w = 3 die drei Sub- 
stitutionen zweiter Ordnung 

zusammen mit der identischen Substitution eine ausgezeichnete 
Untergruppe der Gruppe ®. 

Die Gruppe @ der Gleichung, von der die Teilung 
der Perioden abhängt, ist einfach, wenn der Teiler fi 
eine Primzahl > 3 ist. 
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§ 109. Besolventen der Teilnngsgleloliiiiig. Die 

Auflösung der Teilungsgleichung 

(1) %-..-« (^)-o 

kann auf die Auflösung von Gleichungen niedrigeren Ghrades 
zurückgeführt werden. Unter diesen Resolventen gibt 
-es aber keine yon niedrigerem als dem n-ten Grad. 

Zum Beweis bezeichnen wir mit 9?^ eine rationale, nicht 
aymmetrische Funktion der Wurzeln der Gleichung (1), mit 
^t^s - - • 9m ^^^ verschiedenen Werte, iu die sie durch die 
Substitutionen der Gruppe @ übergeführt werden kann. Die 
^Substitution n-ter Ordnung 
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kiann nicht alle m Werte 9i99 • • • 9^ ungeändert lassen, denn 
sonst müßte sie einer ausgezeichneten Untergruppe der Gruppe @ 
.angehören (§ 92, Schluß). Eine derartige Untergruppe gibt es 
aber im Fall n>3 überhaupt nicht; im Fall n»3 gibt es 
zwar eine ausgezeichnete Untergruppe, aber diese enthält außer 
^er identischen nur Substitutionen zweiter Ordnung (s. den 
Schluß des vorigen Paragraphen). 

Es sei nun (p^ eine Funktion, die bei Anwendung der 
'Substitution S eine Änderung erfährt. Zwei verschiedene 
Potenzen dieser Substitution — S^ und Sf* — können (p^ nicht 
in denselben Wert 9^ überführen, denn sonst würde die Sub- 
;8titution S^"" die Funktion qp^ ungeändert lassen und dasselbe 
würde für die verschiedenen Potenzen dieser Substitution, also 
auch für die Substitution S selbst gelten, entgegen unserer 
Voraussetzung. Unter den Werten 9i92 • • • 9^m i^üsseii daher 
n verschiedene vorkommen, es ist also w^n. 

In den Fällen w = 3, 5, 7, 11 gibt es in der Tat Resol- 
venten n-ten Grades; ist dagegen w> 11, so gibt es nur Re- 
solventen von höherem als dem n-ten Grad. 

Auf den Beweis dieses interessanten Satzes wollen wir 
nicht eingehen, sondern wir beschränken uns auf den Nach- 
weis, daß es in jedem Fall Resolventen n-f 1-ten Grades 
gibt. 
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Wir setzen y die im § 102 eingeführte Bezeichnungs weise 
wieder au&elimend, 

(2) a^.Ü^üil^ (p-0,l,2,...,»-l) a.-»-J. 

und ordnen die ^(n*— 1) Wurzeln der Teilungsgleichung (1) 

in n + 1 Reihen 

(3) p(«p) p{2a^)...p(^a^) (p-0, 1, 2, .•.,»- 1; oo). 

Eine Substitution der Gruppe @ ersetzt die beiden Wurzeln 
Xif^, x^^ durch zwei Wurzeln X;^,^,, x^^j deren Indizes einer 
der Kongruenzen 

X'v — fi'x' =i±^Xv — iLTc mod n 

genügen (§ 105, Nr. 10). Gehören die beiden Wurzeln o;^^, 
und x^^ derselben Reihe (3) an, so ist JLv — f*x = und es 
gehören folglich auch die beiden Wurzeln Xj^, , und x^ ^, einer 
und derselben Reihe an. Die Reihen (3) werden demnach 
durch die Substitutionen der Gruppe ® nur untereinander ver- 
tauscht, aber nicht auseinander gerissen. 

Wir bilden nun, unter JR eine rationale symmetrische 
Funktion der angezeigten Argumente verstehend, die n + 1 
Ausdrücke 

(4) y, - B [p{a^), P{2a^), • • •, i> (-i^ «,)] 

(9-0,l,2,...,n-l;oo). 

Durch die Substitutionen der Gruppe & werden die n + 1 
Größen y nur untereinander vertauscht, sie genügen daher 
einer Gleichung n + 1-ten Grades 

(5) F(v)-0, 

deren Koeffizienten unserem Rationalitatsbereich angehören. 
Die Gruppe dieser Gleichung ist mit der Gruppe G holoedrisch 
isomorph (vgl. § 95, S. 318). Wenn n > 3 ist, so folgt dies 
daraus, daß die Gruppe ® einfach ist. Im Fall n »» 3 besitzt 
die Ghnppe @ eine ausgezeichnete Untergruppe vierten Grades. 
Eine Funktion, die dieser Untergruppe gegenüber invariant 

Dnrdge-Msnrer, elliptlsohe Funktionen. 5. Aofl. 24 
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ist^ genügt einer Gleichung dritten Grades, aber nicht der 
Gleichung (5), die im vorliegenden Fall yom vierten Grade ist. 
Eine Substitution der Gruppe ®, die die Wurzel Xj^^ durch 
die Wurzel X;^,^, ersetzt, laßt an Stelle der Wurzel y der 
Resolvente (5), deren Index durch die Kongruenz 

>l = 9ft mod n 

bestimmt ist, die Wurzel y , treten, deren Index der Kongruenz 

A' = q'[i' mod n 

genügt. Ist M ^ 0, so ist p »== oo zu setzen und analog ent- 
spricht dem Index /t' = der Index p' =« oo . 

Setzen wir die vorstehenden Werte von X und X' in die 
Kongruenzen (vgl. § 105, Nr. 6 und 7) 

X' = aX + yii IL = ßX + ö^L mod n 
ein, so folgt 

(6) 'f'^w+s «<*-/5y==i '°«^"- 

Damit haben wir eine sehr einfache und durchsichtige 
Darstellung für die Substitutionen der Gruppe der Resolvente 
(5) gewonnen. Diese Darstellung macht den Isomorphismus, 
der zwischen den Gruppen der Teilungsgleichung und der Re- 
solvente besteht, augenfällig. 

Damit die Substitution, die der Kongruenz (6) entspricht^ 
die Wurzel y^ ungeändert läßt, muß v Wurzel der quadratischen 
Kongruenz 
(7) j3i/*+(d — «)v — 7^ = mod» 

sein. Diese Kongruenz besitzt zwei verschiedene Wurzeln oder 
gar keine, je nachdem die Zahl 

(tf-ay + 4/Sy = (* + «)»- 4 

für den Modul n quadratischer Rest ist oder nicht. Im Fall 

a + d — ± 2 mod n 

besitzt sie nur eine Wurzel. 

Die Gruppe der Resolvente (5) enthält also Substitutionen^ 
die zwei oder eine oder keine Wurzel ungeändert lassen. Soli 
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die Substitution mehr als zwei Wurzeln der Resolvente un- 
geändert lassen, so muß die Kongruenz (7) identisch erfüllt 
sein, d. h. alle ihre Koeffizienten müssen durch n teilbar sein. 
In diesem Fall ist 

die Substitution ist also die identische. Außer der identischen 
gibt es demnach keine Substitution, die drei Wurzeln der 
Resolyente ungeändert läßt. 

DaCraus folgt: 

Alle Wurzeln der Resolvente (5) lassen sich durch 
drei derselben rational ausdrücken (s. § 93). 

Weil die Auflösung der Resolvente mit der Auflösung 
der Teilungsgleichung gleichbedeutend ist, so folgt hieraus 
weiter: 

Alle Wurzeln der Teilungsgleichung lassen sich 
rational durch drei Wurzeln der Resolvente (5) aus- 
drücken. 

Die Wurzeln der Resolvente (5) stehen in einer einfachen 
Beziehung zu den rationalen Transformationen n-ten Grades 
der ^-Funktion. 

Wir haben im § 102 die Halbperioden der Funktion p(u) 
mit ißj, Äg, die der Funktion pJu) mit coj, Oj bezeichnet. 
Um die Übereinstimmung mit der in diesem Paragraphen ge* 
brauchten Bezeichnung herzustellen, müssen wir die Buch- 
staben Slj^, SIq und co^, (O3 vertauschen. 

Die Koeffizienten der rationalen Funktion von p(u\ durch 
die wir die Funktion P(,(w) ausgedrückt haben (§ 102, Nr. 8), 
sind rationale, symmetrische Funktionen der Grrößen (3). Sie 
lassen sich daher rational durch die Wurzel y^ der Resolvente (5) 
ausdrücken. Man bezeichnet deshalb diese Resolvente als 
„Trans for mationsgleichung'^ 

Die Invarianten g^^\9^^'^ der Funktion jjp(w) sind rationale 
Funktionen der Koeffizienten der Transformation, also auch 
rationale Funktionen von y^ und dasselbe gilt von der ab- 
soluten Invariante (§ 5, Nr. 13) 
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Es steht nichts im Weg, die n + 1 Inyariaaten /(^^ an 
Stelle der n + 1 Orößen y^, treten zu lassen. Diese Invarianten 
genügen demnach einer Gleichung n + 1-ten Grades 

(8) F(l')-0, 

deren Koeffizienten rationale Funktionen der Invarianten g^jg^ 
der Funktion p{u) sind. 

Die Invariante I^^^ ist als Funktion der Perioden von Pff{u) 
betrachtet homogen vom Grade Null, sie ist daher auch eine 
homogene Funktion 0-ten Grades der Perioden 2oj, 2a}^ der 
Funktion p(u). Dasselbe gilt daher auch für die Koeffizienten 
der Gleichung (8). Diese Koeffizienten können daher als ratio- 
nale Funktionen der Invarianten g^, g^ nur von der absoluten 
Invariante 

abhängen. Die Koeffizienten der Gleichung (8) sind demnach 
rationale Funktionen der Invariante /. Man bezeichnet des- 
halb diese Gleichung als ,,Invariantengleichung^^ 

Weil die Gruppe der Teilungsgleichung — vom Fall n — 3 
abgesehen — einfach ist, kann man den Grad dieser Gruppe 
nicht erniedrigen, indem man dem Rationalitätsbereich beliebige 
irrationale Funktionen der Invarianten g^, g^ adjungiert. Aber 
man gelangt bei passender Wahl der zu adjungierenden Ir- 
rationalitäten zu Resolventen von einfacherer Bauart. Der 
nächstliegende Gedanke ist, die Größen e^e^e^ oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, das Quadrat des Moduls der Funk- 
tion p(u) 

zu adjungieren und die Resolvente aufzustellen, der die Quadrate 
x^* der Moduln der Funktionen 1>^(m) genügen. Als noch 
einfacher aber erweist sich die Beziehung, die zwischen den 
vierten Wurzeln }/k und Yx^ besteht (vgl. § 63, Nr. 18 
und 19). 

Wir werden auf die Invariantengleichung noch aus- 
führlicher zurückkommen. 
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§ HO. Komplexe Miiltipllkatio&. Damit sich die 
Funktion piujio^^ ojj) rational durch die Funktion piujSl^y Sl^) 
ausdrücken läßt^ ist^ wie wir gesehen haben^ notwendig und 
hinreichend; daß zwischen den Halbperioden £1^^ i2g und (o^, (o^ 
Gleichungen der Form 

(1) Äj — a©! + 6(Dg Äj «= C(Di + rföj 

bestehen^ wo ah cd ganze Zahlen bedeuten. Ihre Determinante 

(2) n^ad — bc 

ist positiv. Wenn diese Determinante das Quadrat einer ganzen 
Zahl m ist; so genügen wir den Gleichungen (1) durch die 
Annahme 

(3) a^d^m 6-c = 0. 
In diesem Fall ist 

und wir erhalten eine rationale Beziehung 

(4) p(mu)^R{p(u)), 

die man als Multiplikation der 2>-Funktion bezeichnet. 

Es erhebt sich nun die Frage , ob eine rationale Be- 
ziehung der Form (4) auch dann bestehen kann^ wenn m 
keine ganze rationale Zahl ist. . 

Die Existenz der Gleichung (4) zieht die Existenz Ton 
Gleichungen der Form 

(5) woi = aoi + fcöj mog =- ccoj + rfo, 

nach sich und aus diesen ergibt sich durch Elimination yon m 

(6) feoj* + (a — d)a>iCDj — c(o^^ = . 

Wenn der Periodenquotient r « — als unabhängig variabel be-? 
trachtet wird^ so folgen aus dieser Gleichung die Gleichungen (3); 
der Multiplikator m muß also eine ganze Zahl sein. Sind die 
Gleichungen (3) nicht erfüllt^ so muß der Periodenquotient t 
einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten 
genügen. Weil der imaginäre Teil von r nicht verschwinden 
kann^ muß diese Gleichung komplexe Wurzeln besitzen und 
es ist daher auch der Multiplikator 

m = a + 6t(5) 
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eine komplexe Ghröße. Man spricht deshalb in diesem Fall 
von einer „komplexen Multiplikation'^ der p-Funktion. 

Es läßt sich leicht zeigen, daß die komplexe Multiplikation 
immer statthat^ wenn der Periodenquotient Wurzel einer Glei- 
chung Yon der angegebenen Art ist. 

Nehmen wir an, die Halbperioden o^, o?, genügen der 
Gleichung 

(7) Am^^ + 2JBoi(D8 + Ca^^ - . 

Damit der Periodenquotient einen komplexen Wert; besitzt 
muß die Determinante 

(8) D^B'-^ÄG^--£i 
negativ sein. 

Die Koeffizienten Äy B, C seien ganze Zahlen; wir wollen 
annehmen, daß sie keinen gemeinschaftlichen Divisor besitzen. 
Man bezeichnet unter dieser Voraussetzung die quadratische 
Form, die die linke Seite der Gleichung (7) bildet, nach Gauß 
Vorgang als „primitiv", und zwar als primitiv von der ersten 
Art, wenn auch die Zahlen Ä, 2B, C keinen gemeinschaftlichen 
Divisor besitzen, als primitiv von der zweiten Art, wenn die 
beiden Zahlen Ä und G gerade sind. Im letzteren Fall muß 
B ungerade, also 

A = — 1 mod 4 
sein. 

Um die Gleichung (7) mit der Gleichung (6) zu identi- 
fizieren, setzen wir im Fall der primitiven Form erster Art 

(9) b^xA a — d^X'2B —c^xC a + d^2y. 

Hieraus folgt 

(10) a^y + Bx d^y- Bx 

und mit Rücksicht auf (2) und (8) 

(11) n « arf - 6c = y* + Aa:^ 

Weil 6, a — d, c ganze Zahlen sind, muß x ebenfalls eine 
ganze Zahl sein und aus (10) folgt, daß auch y eine ganze 
Zahl ist. 

Im Fall der primitiven Form zweiter Art setzen wir 

(12) b^X'^A a-d^X'B -c^x-^C a + d^y 
und erhalten 
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(13) a^Uy + Bx) d^\(ff-Bx) 
und 

(14) ^n^y^ + LxK 

x,y bedeuten ganze Zahlen, die, wie aus (13) hervorgeht, 
gleichzeitig gerade oder ungerade Bind. 

Die Zahlen xy können demnach im ersten Fall beliebig 
gewählt werden, im zweiten unterliegen sie nur der Be- 
schrankung, daß sie gleichzeitig gerade oder ungerade sind. 
Jedem Zahlenpaar xy entspricht eine bestimmtes System von 
Zahlen ah c d, das einen komplexen Multiplikator bestimmt. 

Jeder Binärform mit negativer Determinante 

entspricht demnach eine j:>-Funktion, die eine komplexe Multi- 
plikation zuläßt.*) Führen wir an SteUe der Halbperioden 
o^, (Dg die äquivalenten Halbperioden (o/, (o^' mittelst der 
Gleichungen ein 

ca^ = acD^' + /Soj' coj = yco^ + doj' ad — /Jy =■ 1 , 
so wird die Binärform in eine äquivalente Binärform 

transformiert. Den beiden Binärformen entspricht dieselbe 
|>- Funktion. 

Es ist ein bekannter Fundamentalsatz der Theorie der 
quadratischen Formen, daß einem gegebenem Wert der Deter- 
minante D nur eine endliche Anzahl von Klassen nicht äqui- 
valenter Formen entspricht.**) Einem gegebenen Wert von 
D entspricht demnach auch nur eine endliche Anzahl von 
verschiedenen |>-Funktionen. 

Wenn die Determinante n = ad — 6c = 1 ist, so ist die 
rationale Funktion R (4) vom ersten Grade (§ 100) und aus 
den Unstetigkeitsbedingungen 



*) Wenn es sich daram handelt, die verschiedenen Typen von 
p-Fonktionen zu untersnchen, die die komplexe Multiplikation zulassen, 
so sind p-Funktionen, denen derselbe Feriodenquotient entspricht, als 
nicht wesentlich verschieden zu betrachten. 

**) Vgl. etwa Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlen- 
theorie, § 64 und S, (Dritte Auflage.) 
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lim[i>(tc)-l]-0 lim[i>(^u)--y-0 

folgt 

(15) p(u) — m*p(mu) . 

Der Gleichung (11) können wir im vorliegenden Fall nur ge- 
nügen^ indem wir entweder 

x^O y-±l 
oder 

x^±l y = A--2)-l 

setzen. Die erste Alternative ist auszuschließen, denn dieser 
Annahme entsprechen die Werte (9) 

Der Determinante D = — 1 entspricht nur eine Formenklasse, 
die durch die Form 

repi^entieii wird. Aus der zweiten Annahme folgt demnach 

Die Gleichung (15) erhält die Form 

Der Gleichung (14) können wir — da die Annahme a; « 
wieder auszuschließen ist — im FaU n =■ 1 nur genügen, in- 
dem wir 

x^±l y = ±l A--2)=3 

setzen. Der Determinante D =^ — 3 entspricht nur eine Klasse 
primitiver Formen zweiter Art, die durch die Form 

2(Dj' — 2(0^0^ + 2a3i* 

repräsentiert wird. Wir erhalten in diesem Fall 

CJj = 6^ CJl = «O?! 

und entweder 

*) Um diese Gleichung zu verifizieren, braucht man nur zu be- 
bemerken, daß für beliebige Werte von m 

p{u/o}^^ CD,) = m*p{mu/ — wo,, mm^) 
ist. 
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a-±l e 6-±l rf-0 », = ±(l-e)-T«» 

oder 

Im ersten Fall erhalten wir 

im zweiten Fall 

Im nächsten Abschnitt wird nachgewiesen, daß für 03 » i(Oi 
i = 1 flTj = und für cog == f «»i i == ^r^ = ist. 

Die Theorie der komplexen Multiplikation steht im engsten 
Zusammenhang mit der Theorie der binären quadratischen 
Formen, von der die neuere Entwicklung der Zahlentheorie 
ihren Ausgang genommen hat. Wir können hier auf diese 
Theorie nicht weiter eingehen. Eine ausführliche Darstellung 
findet man in H. Webers Lehrbuch der elliptischen Funktionen; 
einen kurzen übersichtlichen Abriß gibt Bianchi in seinen 
Lezioni sulla teoria delle funzioni ellittiche. 



Neunter Abschnitt. 

Die Hodalfanktionen. 

§ m. Ble Perioden als Funktionen des Modnl- 
qnadrats. Bisher haben wir die Perioden des Integrals erster 
Gattung als konstant angesehen. Um das Problem der Teilung 
der Perioden tiefer zu erfassen, wollen wir sie nunmehr als 
Tariabel betrachten. 

Die Weierstraßschen Perioden 

(1) 2co, = r ^^" -. und 20,3 = /V ^^-—- 
^^ J V^x'-9,^-9, JV^x'-9,x-9s 

hängen von den beiden Invarianten g^ und g^ ab. Die 
Jacob i sehen Perioden 

1 



und 

1 

^^ * ' JVi(l-a:)(l-A-'«a;) 



hängen nur von dem Quadrat des Moduls 

(3) A -= ** (vgl. § 8 Nr. 3) 
ab. Der Periodenquotient 

(4) ^-^,^ K 

ist somit ebenfalls eine Funktion der einen Yariabeln L 

An Stelle dieser Variabein X werden wir später die In- 
variante 
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einführen und zuerst r als Funktion von / und dann / als 
Funktion von r untersuchen. 

Um für diese Untersuchung eine Grundlage zu gewinnen, 
leiten wir zunächst eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
ab, der die Perioden 2K^2iK' als Funktionen der Variabein 
X genügen. Die Rechnung gestaltet sich am einfachsten, wenn 
wir an Stelle der Variabein X ihren reziproken Wert 

(5) .»I 

einführen. Wir setzen femer 

1 

(6) 2K^y^f- ^-=^..- = l/rF. 



Den Integrationsweg nehmen wir geradlinig an und wir 
schließen den Fall aus, daß die Größe v einen reellen Wert 
^ 1 annimmt. Unter dieser Voraussetzung ist die Differentiation 
unter dem Integralzeichen zulässig und wir erhalten 

^^ dv 2j yx{i-^x){v-'xy 



Andererseits folgt aus der Identität 

^^x(l--x) 

V v — x 1 -j/ v — x ^1/(1 — v) 

dx 2 y xil'-x) yx(l — X) (V — xY 

die Gleichung 

1 1 

^^. ~ •/ y^i^xK»'-^^?"' J V xiX'^x) 

Substituieren wir diesen Wert in (7), so folgt 



und hieraus folgt weiter mit Rücksicht auf (6) 

.dV-\ 



"['(-*)a . 



= 4F 



dv 4 
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oder auBgerechnet 

(8) ^(l_^)^!J+(l_2r)j^-lF-0. 

Wir führen nun an Stelle der Variabein v und V wieder die 
Variabeln X und K ein ((5) und (6)) und erhalten durch eine 
einfache Rechnung 

(9) A(l-A)^;,f + (l-2A)^-ljS:-0. 

Diese Differentialgleichung ändert ihre Form nicht, wenn wir 
an Stelle der Variabein A = Ä* die Variable 1 — A == f treten 
lassen. Bei dieser Vertauschung tritt an Stelle der Grröße K 
die Größe K\2). 

Demnach genügen die beiden Jacobischen Perioden 
2K und 2iK' derselben linearen und homogenen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Der Vergleich der Gleichungen (8) und (9) zeigt, dafi 
die Differentialgleichung (9) auch dann ihre Form nicht ändert, 
wenn man gleichzeitig 

A durch - und K(X) durch YlK(l) ^ -^K(-] 
X yv \v / 

(5) und (6) 

ersetzt. Hält man diese Bemerkung mit der eben gemachten 
zusammen, so wird ersichtlich, daß der Gleichung (9) die 
folgenden sechs Funktionen genügen*) 

Die Argumente der iT-Funktionen sind die Werte der 
Doppelverhältnisse von vier gegebenen Elementen (vgl. § 4 
Nr. 4). 

Die Differentialgleichung (9) besitzt drei singulare Punkte^ 
nämlich die Punkte A = 0, A «= 1 und A =» oo.**) Einen dieser 
drei Werte kann das Doppelverhältnis nur annehmen, wenn 

♦) Vgl. F. Th. § 72, Schluß. 
••) Vgl. F. Th. § 66 und 67. 
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zwei Ton den vier Elementen, die es bestimmen^ zusammen- 
faUen (§ 4). 

Um die Werte der Perioden 2K und 2iK' den Punkten 
der A-Ebene eindeutig zuordnen zu können , f&hren wir in 
dieser Ebene längs der Achse der reellen Zahlen einen Schnitt 
von + 1 bis + oo und einen Schnitt von bis — oo. Inner- 
halb der zerschnittenen Ebene — wir wollen sie mit E' be- 
zeichnen — liegt kein singulärer Punkt der Differential- 
gleichung und es ist deshalb jedes Integral derselben inner- 
halb der Fläche E' einwertig und stetig.*) 

§1^113. Selhenentwioklimgeii der Perioden. Im 

§ 68 haben wir Reihenentwicklungen für das Integral erster 
Gattung hergestellt, aus diesen ergeben sich sofort Reihen- 
entwicklungen für die Jaco bischen Perioden 2K und 2iK\ 
Wir erhalten (§ 68, Nr. 8 und 9): 

(1) m) - 1 [1 +^{^iL^-sy,.] _ FW 

n = l 

und dementsprechend 

(2) K'H)^Fil-l). 

Die erste Reihe konvergiert, wenn m < 1 ist, die zweite, 
wenn 1 1 — A | < 1 ist. Für A = 1 divergiert die erste Reihe, 
für A — die zweite. 

Um das Verhalten der Funktionen K(X) und K\X) in 
der Umgebung der singulären Punkte beurteilen zu können, 
müssen wir Reihenentwicklungen herstellen, die in der Um- 
gebung dieser Punkte konvergieren. Wir setzen 

(8) ö»— *2^Cl:::e".;-'-r 

n = l 

Auch diese Reihe konvergiert, wenn , A ' < 1 ist. 



*) Ygl F. Th. § 62 S. 804 und § 71 S. 357. 



382 § 112. BeiheneDtwicklungen der Perioden. 

Man verifiziert leicht^ daß die Funktion 

(4) <P(l) = GiD + ';i'j(l) 

derselben Differentialgleichung genügt wie die Funktionen -K^(A) 
und K'(l) (Nr. 9 des vorigen Paragraphen). Bezüglich der 
Herleitung der Reihe G{k) verweisen wir auf die §§ 70 und 
72 des F. Th.*) 

Weil zwischen drei Integralen einer linearen homogenen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung eine lineare Relation 
besteht, muß sich die Funktion K\^) in der Umgebung des 
Nullpunktes in der Form 

(5) K\X)^c,F(X) + c,0{k) 

darstellen lassen. Um die Eonstanten c^ und c^ zu bestimmen, 
machen wir von der am Schluß des § 19 bewiesenen Grenz- 
gleichung Gebrauch; wenn die Größe X durch reelle Werte 
wachsend gegen 1 konvergiert, so ist 

(6) lim[^(A)-log^^^J.O. 

Dementsprechend ist, wenn die Größe k durch reelle Werte 
abnehmend gegen Null konvergiert 

(7) lirn[ür'W-log^]=0. 

Die beiden in (6) und (7) vorkommenden Wurzeln sind posi- 
tiv zu nehmen, den Logarithmen ist ihr reeller Wert bei- 
zulegen. 

Aus den Gleichungen (5) und (7) folgt mit Rücksicht auf 
(1), (3) und (4) 



3r 



l«8 4 + ll"„ftI?' + 4)^««^ = 



und hieraus 

4 log 2 ^. 

*) In der Bezeichnung haben wir hier aus leicht ersichtlichem 
Grund die Änderung vorgenommen, daß wir — F(X) und — - G(i) an 
Stelle von F{X) und G{X) geschrieben haben. 
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Wir erhalten demnach 

(8) K'iX) 2iG{k) + 1 log "!-¥{}.) 

und dementsprechend 

(9) K{k) = - 2iG(l - A) + ^ log - ^ i F(l - A) . 

Längs des Abschnittes 0, 1 der Abszissenachse sind den 
Logarithmen, die auf den rechten Seiten der Gleichungen (8) 
und (9) vorkommen, ihre reellen Werte beizulegen. Durch 
diese Festsetzung sind die Logarithmen für die ganze Fläche E' 
eindeutig bestimmt. 

Die Darstellung (8) gilt innerhalb eines Kreises vom 
Radius 1 um den Nullpunkt, die Darstellung (9) innerhalb 
eines Kreises vom Radius 1 um den Punkt 1. Aus den Dar- 
stellungen (8) und (9) folgt, daß die Grenzgleichungen (6) und 
(7) nicht an die Bedingung gebunden sind, daß sich der Punkt 
k auf einem bestimmten Weg dem Punkt 1 hzw. dem Punkt 
nähert: sie gelten für beliebige Wege, vorausgesetzt daß die 
Werte der Logarithmen richtig definiert werden. 

Bezeichnen wir mit k einen Punkt der Begrenzung der 

Fläche E\ der eine negative Abszisse besitzt und auf der 

Seite der abnehmenden Ordinaten liegt. Mit i bezeichnen wir 

den gegenüberliegenden Punkt auf der Seite der wachsenden 

Ordinaten. 

- + 

Wenn der Punkt A sich von der Stelle X zu der Stelle k 

bewegt, ohne die Begrenzung der Fläche E' zu überschreiten^ 
80 kehren die Funktionen F{i) und G{k) zu ihren Anfangs- 
werten zurück, der Logarithmus log k wächst um 2 n L Folglich ist. 

Kik) ^ K(k) (1) 

ir'(l)«ir'(Ä)-2iir(I). (8) 

Gehen wir von einem Punkt k des Abschnittes 1, + oo 
der Abszissenachse, der auf der Seite der abnehmenden Ordi- 
naten liegt, zum gegenüberliegenden Punkt k auf der Seite der 
zunehmenden Ordinaten über, ohne die Begrenzung der Fläche 
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E' zu überschreiten, so kehren die Funktionen F(X) und 6r(X) 
zu ihren Anfangswerten zurück, der Logarithmus log (1 — A) 
nimmt um 2;rt ab. Folglich ist in diesem Fall 

Kix)^K'(^) (2) 

K{i)^KCx) + 2iK'{l). (9) 

Das Verhalten der Perioden 2K, 2iK' längs der Begrenzung 
der Fläche E' wird somit durch die folgenden Gleichungen 
dargestellt: 

Längs des Abschnittes — oo, der Abszissenachse ist 

(10) 2JE:(1) = 2Z(I) 2iK'()) =- 4J£:(Ä) + 2iK'{}) . 
Längs des Abschnittes 1, -f ^^ der Abszissenachse ist 

(11) 2k{1) - 2K(i) + AiK (Ä) 2 iE' (I) - 2iK'(l) . 

Diese Gleichungen sind zunächst nur unter der Voraussetzung 

+ - 

bewiesen, daß die Punkte X und X in das Eonvergenzgebiet 

der benutzten Reihen fallen. Aus allgemeinen funktionen- 
theoretischen Prinzipien folgt aber, daß sie längs der ganzen 
oben genannten Abszissenabschnitte gelten (ygl. F. Th., 
S. 232). 

§ 113. Besiehungen swlschen den Integralen der 
DUTerentlalglelchung der Perioden. Wir haben im vor- 
ausgehenden mehrfach von den Gleichungen 

(1) ^(1 - A) = K\X) K\l ~ A) - K{X) 

Gebrauch gemacht. Wir wollen nun eine Reihe von analogen 
Beziehungen zwischen den Litegralen der Differentialgleichung 
der Perioden nachweisen. Dieser Differentialgleichung genügen 
auch die Punktionen 

<2) ;i^C7') ^<i ^r^'C^-)- (§111' Nr. 10) 

Diese Funktionen müssen sich daher linear und homogen 
durch die Funktionen K{X) und K'{X) darstellen lassen. Um 
die Funktionen (2) eindeutig zu definieren, wollen wir fest- 
setzen, die Wurzel )/Ä sei längs des Abschnittes 0, 1 der Ab- 
szissenachse positiv. 
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Wie aus den Gleichungen (8) und (9) dee vorigen Para- 
graphen hervorgeht, kann sich ein Integral unserer Differential- 
gleichung; das sich in der Umgebung des Punktes A » 1 
regulär verhält, nur um eine multiplikative Eonstante von der 
Funktion K\X) unterscheiden. Die erste der beiden Funk- 
tionen (2) genügt dieser Bedingung und sie nimmt — ebenso 
wie die Funktion K\k) — für A = 1 den Wert ~ an. 
Folglich ist 

Umständlicher gestaltet sich die Darstellung der zweiten 
der beiden Funktionen (2). Wir gehen von dem Ansatz aus 

(4) ^^ E'(-^') - e,K(X) + c,K'(l) 

und bilden die iL -Ebene mittelst der Transformation 

/F.\ X-1 , 1 

auf die i;- Ebene ab. Der Achse der reellen Zahlen in der 
/l-Ebene entspricht die Achse der reellen Zahlen in der t/-Ebene 
und der positiven A-Halbebene entspricht die positive i/- Halb- 
ebene. 

Wir beschränken den Punkt X auf die positive Halbebene; 
dadurch erreichen wir, daß wir die Festsetzungen, durch die 
wir die Funktionen 

KiX) K'{X) yi ]/l^ logX log(l-A) 

einwertig gemacht haben, ohne weiteres auch auf die ent- 
sprechenden Fimktionen der Variabein v übertragen können.*) 
Es ist demnach unter log v derjenige Zweig der Funktion 
Logarithmus zu verstehen, der längs des Abschnittes 0, 1 der 
Abszissenachse reelle Werte besitzt. 

Wenn der Punkt v den Abschnitt 0, 1 der Abszissenachse 
durchläuft, so durchläuft der entsprechende Punkt X den Ab- 



*) Dies wäre nicht der Fall, wenn wir den Punkt l die ganze 
Fläche E' dnichlaofen ließen, weil die Abbildung der Fläche E' eine 
andere Begrenzung besitzt als diese. Bei der Abbildung mittelst der 
Funktion v = 1 — l tritt diese Schwierigkeit nicht auf. 

Duröge-Maurer, elliptische Funktionen. 5. Anfl. 25 



386 § 118- Beziehungen zwischen den Integralen. 

schnitt ly + (30 der Abszissenachfie. Da die Logarithmen logX 
und log (1 — k) längs des Abschnittes 0, 1 der Abszissenachse 
reelle Werte besitzen, so ist längs des Abschnittes l , + <>^ 
log l reell und der imaginäre Bestandteil von log (1 — X) ist 
— art. Wir haben daher (5) 

(6) log V = log (1 — X) — log X + ni 

zu setzen. Längs des Abschnittes 1, + o^ ist ]/Ä positiv, also ist 

Nun folgt ans (4) mit Bücksicht auf (5), (6) und (7) 
lim[yi— vZ"'(v) - log 4 + 2 log vi - Um[ciÄ:(;i) - log 4 

+ |log(l-A)-|loga + |«i] + c,-f 

und hieraus ergibt sich mit Bücksicht anf die Gleichungen (6) 
und (7) des vorigen Paragraphen 

q« 1 Cj«= — i. 

Wir substituieren diese Werte in (4) und erhalten 

(8) yK'i^-^)^K{X)-iK'{X). 

Die Gleichungen (3) und (8) erhalten eine bemerkenswerte 
Form, wenn wir den Periodenquotienten 

^W SQ.) 
einfahreii. Es ist nämlich 

^' (~tJ _ i Ko.)+R'm 

also 

Zwischen den Variabein X und v und den Variabein t 
und r' besteht somit genau derselbe Zusammenhang. 

Wenden wir die Substitutionen (5) und (9) zweimal nach- 
einander an, so erhalten wir einerseits 
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X — 1 y — 1 1 

nnd andererseits 

, r — 1 „ T — 1 1 

X X 1 — T 

Es ist also 

§ 114. Abbildimg der A-Bbene anf die r-Bbene. 

Die Funktion x{X) verhält sich innerhalb der positiven Jl- Halb- 
ebene überall regulär; sie vermittelt daher eine konforme Ab- 
bildung der positiven X-Halbebene auf die r-Ebene. Wir be- 
stimmen zunächst die Begrenzung der Bildfläche. 

Für den Abschnitt 0^ 1 der Abszissenachse in der 2-Ebene 
gelten die Gleichungen (§ 112, Nr. 1 und 2) 

m . . iJi:-w_ .2^(i~x), 

V-^>' ^W K{X) * Fi)) 

Reellen positiven Werten der Variablen X entsprechen 
reeUe positive Werte der Reihensumme F{i). Der in Rede 
stehende Abschnitt der Abszissenachse der A-Ebene wird somit 
auf den positiven Teil der Ordinatenachse in der r-Ebene ab- 
gebildet. Wie aus den Gleichungen (8) und (9) des § 112 
hervorgeht, entspricht dem Punkt A =» 1 der Punkt r =» 0, dem 
Punkt ;i - der Punkt r « c». 

Die Substitution 

(2) v^'---' 

vertauscht die Punkte 1 cx) zyklisch; sie bildet daher den Ab- 
schnitt 0, 1 der Abszissenachse auf den Abschnitt — oo, ab. 
Die der Substitution (2) entsprechende Substitution (vgL 
den Schluß des vorigen Paragraphen) 

(3) T -= '-^ 

bildet die Ordinatenachse auf eine durch den Punkt 1 gehen- 
den Parallele ab und zwar entspricht dem positiven Teil 
der Achse der in der positiven Halbebene liegende Teil der 
Parallelen. 

Durch zweimalige Anwendung der Substitution (2) wird 
der Abschnitt 0, 1 der Abszissenachse in der il-Ebene auf den 

26 • 
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Abschnitt 1^ -f oo abgebildet. Durch zweimalige Anwendung 
der Substitution (3) wird die Ordinatenachse in der r- Ebene 
in einen zur Abszissenachse orthogonalen Kreis abgebildet; er 
geht durch die Punkte 1, 0, die den Punkten 0, c» bzw. ent- 
sprechen. Sein Mittelpunkt ist also der Punkt \f sein Radius 
=» ^. Dem positiven Teil der Ordinatenachse entspricht der 
in der positiven Halbebene liegende Halbkreis. 

Mittelst der Funktion t{X) wird also die positive X-Halb- 
ebene in ein Kreisbogendreieck D mit den Ecken 1 oo ab- 
gebildet , dessen Seiten zur Abszissenachse in der r- Ebene 
orthogonal sind (Fig. 33). Diese Ecken entsprechen den Punkten 
1 cx) der ;L-Ebene. Die Dreieckswinkel sind sämtlich — 0*). 
Um ein Bild der ganzen Flache E' zu erhalten, wenden 
wir das Spiegelungsprinzip an:**) wir spiegeln die positive 

>l- Halbebene an der Strecke 
0, 1 der Abszissenachse und 
dementsprechend das Dreieck 
D in der T-Ebene an der 
positiven Ordinatenachse. Wir 
erhalten auf diese Weise eine 
Abbildung der negativen 
A-Halbebene auf ein zum 
Dreieck D symmetrisches Dreieck D' (s. Fig. 33). Das Vier- 
eck Py das sich aus den beiden Dreiecken D und D' zu- 
sammensetzt, liefert ein Bild der ganzen Fläche E\ 

Um ein Bild der negativen X- Halbebene zu erhalten, 
können wir das Dreieck D statt au der Seite 0, oo auch an 
der Seite 1, oo oder der Seite 0, 1 spiegeln. Dem entspre- 
chend haben wir die positive il- Halbebene an dem Abschnitt 
0, — oo bzw. an dem Abschnitt ly + cx) zu spiegeln. Die 
Vierecke, zu denen wir auf diese Weise kommen, sind Bilder 
der längs des Abschnitts 0, 1, -|- oo bzw. des Abschnitts 1,0, — oo 
aufgeschnittenen A- Ebene. 

Durch wiederholte Spiegelung erhalten wir zwei unbegrenzte 
Reihen von Dreiecken DD^Dj . . ., I/D^'D^ .... Jedes Drei- 




Fig. 88. 



•) Vgl. F. Th. § 77. 
•^ Vgl. F. Th. § 60. 
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eck der ersten Reihe ist ein Bild der positiven, jedes Dreieck 
der zweiten Reihe ein Bild der negativen A- Halbebene. 

Ein Dreieck B^ aus der ersten Reihe grenzt längs seiner 
Seiten an drei Dreiecke der zweiten Reihe. Mit einem derselben 
— es sei das Dreieck D/ — hat es die Seite gemein, die dem 
Abschnitt 0, 1 der Abszissenachse in der A-Ebene entspricht. 
Die beiden Dreiecke D^ und D/ setzen sich zu einem Viereck P^ 
zusammen, das eine Abbildung der Fläche E' ist. 

Wenn wir an einem Kreis C spiegeln, so entspricht jeder 
zu diesem Ereis orthogonale Kreis C sich selbst und jedem 
zu C orthogonalen Kreis entspricht daher ein ebenfalls zu C 
orthogonaler Kreis. Einander entsprechende Punkte liegen 
auf derselben Seite des Kreises C\ 

Weil die Seiten des Ausgangsdreiecks D zur Abszissen- 
achse orthogonal sind, so gilt dasselbe für die Seiten aller 
Dreiecke, die wir durch wiederholte Spiegelung erhalten. Die 
Mittelpunkte der Kreise, denen die Seiten angehören, liegen 
also alle auf der Abszissenacbse. Weil das Ausgangsdreieck D 
in der positiven r-Halbebene liegt, so gilt dasselbe für alle 
Dreiecke D^ und D/. 

Anstatt das Viereck P durch Spiegelung zu vervielfältigen, 
können wir auch einen anderen Weg einschlagen. Wir setzen 
die Funktion ^(t), die in der Fläche JE' eindeutig definiert 
ist, das Begrenzungsstück — oo, in der Richtung der ab- 
nehmenden Ordinaten überschreitend, analytisch fort. Bei dieser 
Fortsetzung werden den Punkten des Abschnitts — oo, der 
Abszissenachse, die auf der Seite der negativen Ordinaten liegen, 
anstatt der Werte 

die Werte 

i = '-^^ = i + 2 (§ 112, Nr. 10) 

zugeordnet. Setzen wir diese durch die ganze Fläche E' ana- 
lytisch fort, so wird einem beliebigen Punkt X statt des ur- 
sprünglichen Funktionswertes r der Funktionswert 

(4) r'=r + 2 
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zugeordnet. Wir erhalten somit eine neue Abbildung der 
Fläche -E' auf ein Viereck P^, das aus dem Viereck P durch 
die Translation (4) hervorgeht. 

Wenn wir die analytische Fortsetzung über die Strecke 
— oo^ hinweg statt in der Richtung der abnehmenden Ordi- 
naten in der umgekehrten Richtung yomehmen, so tritt an 
Stelle der Substitution (4) die inyerse Substitution 

Längs des Abschnitts 1, + oo der Abszissenachse in der 
Jl-Ebene besteht zwischen den Funktionswerten^ die auf der 
Seite der wachsenden und der abnehmenden Ordinaten statt- 
finden, die Beziehung 

*-2¥q:i (§ 112, Nr. 11). 

Daraus schließen wir: setzen wir die Funktion t{X) ana- 
lytisch fort, indem wir die Strecke 1, + oo der Abszissenachse 
in der Richtung der abnehmenden Ordinaten überschreiten, so 
erhalten wir eine neue Abbildung der Fläche E' auf ein Vier- 
eck P, in der r-Ebene, das aus dem Viereck P durch die 
Transformation ersten Grades 

hervorgeht. 

Die Translation (4) kann, wie man sich leicht überzeugt, 
aus einer Spiegelung an der Ordinate durch den Punkt — 1 
und einer Spiegelung an der Ordinate durch den Punkt 1 
zusammengesetzt werden. 

Analog kann die Transformation (5) aus einer Spiegelung 
an der Ordinatenachse und einer Spiegelung an dem Kreis 
durch die Punkte 0, 1 zusammengesetzt werden. Bezeichnen 
wir nämlich mit r^ Tq Xq' die zu den Größen t x x' konjugiert 
imaginären Größen, so werden diese Spiegelungen durch die 
Gleichungen 

r + V'-O und (r'-|)(To"-i)-i-0 

dargestellt, Durch Elimination von x^' ergibt sich die Glei- 
chung (5). 

Durch wiederholte Anwendung der Substitutionen (4) und 
(5) erhalten wir wieder die vorhin durch wiederholte Spiege- 
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Inngen hergestellte Bedeckung der positiven il- Halbebene durch 
die Vierecke P P^ P, . . . . 

Einem gegebenen Punkt in der positiven r-Halbebene 
entspricht nur ein Punkt in der Fläche E'^ einem gegebenen 
Punkte in der Fläche E' entsprechen aber unendlich viele 
Punkte in der positiven r-Halbebene, nämlich je einer in jedem 
der Vierecke P P^ P^ . . . . Es ist daher r als Funktion der 
Variabein X betrachtet eine unendlich vieldeutige Funktion, 
dagegen ist X als Funktion der Variabein r betrachtet eine 
einwertige Funktion. 

Diese Funktion >1(t) ändert ihren Wert nicht, wenn man 
auf die Variable r eine der beiden Substitutionen (4) oder (5) 
anwendet; sie bleibt daher auch ungeändert, wenn wir ii^end 
eine Substitution der Ghruppe, die durch diese beiden Substitu- 
tionen erzeugt wird, zur Anwendung bringen. Die Funktion r{X) 
ist also eine automorphe Funktion.^) 

Diese Funktion ist nur f&r die positive r-Halbebene de- 
finiert; über die Abszissenachse hinweg kann sie nicht analytisch 
fortgesetzt werden. Die Abszissenachse bildet somit eine natür- 
liche (Frenze der Funktion. 

Aus den früher entwickelten Formeln ergibt sich sofort 
eine analytische Darstellung der Funktion >l(r). Es ist (§ 66, 
Nr. 13) 



■Hn-Hfm'-i 



^d (§62, Nr. 2, 3, 6 und 7; 

Diese Darstellung gilt für die ganze positive r-Halbebene. 
Sie zeigt, daß jedem Punkt in dieser Halbebene ein bestimmter 
endlicher Funktionswert X entspricht. Daraus ergibt sich, daß 
die Vierecke P^ die ganze positive Halbebene bedecken, was sich 
übrigens auch auf geometrischem Weg leicht beweisen läßt. 

Innerhalb der positiven r-Halbebene verhält sich die 
Funktion X(t) überall regulär. Folglich besitzen zwei homo- 

•) F. Th. § 79. 
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löge Punkte^ in denen die Funktion denselben Wert annimmt, 
einen angebbaren Abstand.*) Wir schließen daraus^ daß die 
zur automorplien Funktion A(r) gehörige Ghiippe^ die durch 
die Substitutionen (4) und (5) erzeugt wird, eigentlich dis- 
kontinuierlich ist (vgl. § 99). Auf der Begrenzung der posi- 
tiven ir-Halbebene — der Abszissenachse — liegen die Ecken 
der Vierecke P^; sie bedecken die Abszissenachse überall dicht 
aber nicht lückenlos. 

Das Viereck P, über das der ganze Wertvorrat der Funk- 
tion A(r) einfach ausgebreitet werden kann, bezeichnet man 
als Fundamentalbereich dieser Funktion. 

Der Fundamentalbereich kann in mannigfaltiger Weise 
abgeändert werden. Es ergibt sich das aus der folgenden 
Überlegung: um die Werte der Funktion r(A) den Punkten 
der il-Ebene eindeutig zuordnen zu können, müssen wir in dieser 
einen Schnitt ausführen, der durch die Punkte 0, 1, oo geht. 
In welcher Reihenfolge der Schnitt diese Punkte trifiFb, und 
wie er im übrigen verläuft, kommt nicht in Betracht. Die 
zerschnittene A- Ebene läßt sich konform auf die r- Ebene ab- 
bilden und diese Abbildung liefert einen Fundameutalbereich 
der Funktion k{t). 

Aus dem Vorausgehenden ergibt sich der Beweis der Be- 
hauptung, auf die wir uns im § 69 gestützt haben, daß die 

Funktion ä = e * der Variabein x = Yk = yl sich regulär ver- 
hält, solange der absolute Betrag | x | < 1 bleibt. Unter dieser 
Bedingung ist nämlich die Oröße x eine reguläre Funktion 

dx 
der Variabein h und die Derivierte ^ verschwindet nicht. 

§ 116. Abbildung der J-Ebene auf die r-Ebene. 

Bei der Abbildung der positiven A-Halbebene auf das Dreieck D 
in der r-Ebene treten bemerkenswerte Symmetrie Verhältnisse 
auf. 

Wir gehen von der Gleichung 

^W-W==^-iw^ (§112,Nr.lu.2) 



•) Vgl. F. Th. S. 126. 
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aus und setzen k^ ^ + iy. Es folgt 

Weil die Koeffizienten der Reihe F reell sind, entsprechen 
konjngiert imaginären Werten des Arguments konjugiert ima- 
ginäre Werte der Reihensumme. Wenn die Größe y reell ist, 
hat daher der absolute Betrag der Punktion r(A) den Wert 1. 
Daraus folgt: der Teil der Ordinate durch den Punkt ^, der 
in das gemeinsame Eonvergenzgebiet der Reihen F(X) und 
F(l — X) fällt, wird auf einen Bogen eines Kreises vom Radius 1 
um den Nullpunkt der r-Ebene abgebildet. Weil die Funktion 
t{l) sich im Innern der Fläche E' überall regulär verhält, 
wird die ganze durch den Punkt ^ gehende Ordinate auf die 
in der positiven r- Halbebene liegende Hälfte des Einheits- 
kreises abgebildet. 

Zwei Punkten in der positiven A- Halbebene, die zur Or- 
dinate durch den Punkt ^ symmetrisch liegen, entsprechen 
daher auf Grund des Spiegelungsprinzips zwei Punkte im 
Dreieck D, die zum Einheitskreis symmetrisch liegen. Die 
Ordinate durch den Punkt -^ ist eine Symmetrielinie der 
Fläche f ; die dieser Graden entsprechende ELälfte des Ein- 
heitskreises ist eine Symmetrielinie des Vierecks P, also auch 
des Dreiecks D. 

Am Schluß des § 112 haben wir gezeigt, daß für die 
positive A-Halbebene die Gleichung (9) 

gilt. Durch die Transformation 

(2) 1'='-' 

wird die Ordinate durch den Punkt ^ in einen Kreis vom 
Radius 1 um den Nullpunkt abgebildet. Die in der positiven 
A-Halbebene liegende Hälfte dieses Kreises ist ebenfalls eine 
Symmetrielinie dieser Halbebene. 

Der Transformation (2) entspricht die IVansformation 

(3) r'='-^. 
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Sie bildet den Einheitskreis auf einen Kreis ab^ der den 
Abschnitt 0^ 2 der Abszissenachse zum Durchmesser hat. 
Dieser Kreis ist eine Symmetrielinie des Dreiecks D. 

Für die positive A- Halbebene gilt femer die Gleichung 

(4) -(r^)-i:^ij (§ 122, Nr. 10). 

Durch die Transformation 



(5) 



r« 



1 

1 — X 



wird die Ordinate durch den Punkt ^ auf einen Kreis Tom 
Radius 1 um den Punkt 1 abgebildet, der ebenfalls eine Sym- 
metrielinie der positiven A- Halbebene ist. Durch die ent- 
sprechende Transformation 



(6) 



X «= 



1 — T 



wird der Einheitskreis auf eine Ordinate durch den Punkt \ 
abgebildet. 

Die positive Halbebene E' besitzt somit drei Symmetrielinien: 
die Ordinate durch den Punkt ^ und die beiden Kreise vom Radius 1 
um die Punkte und 1. Die drei Symmetrielinien schneiden 
sich im Punkt a = -J- (1 + ♦ j/S) unter gleichen Winkeln. Diesen 
Symmetrielinien entsprechen in der positiven r-Halbebene bzw. 




der Einheitskreis ; der Kreis vom Radius 1 um den Punkt 1 
und die Ordinate durch den Punkt ^, Die beiden neben- 
stehenden Figuren zeigen die Gebietseinteilung in der A-Ebene 
und in der r- Ebene ^ die durch die Symmetrielinien bewirkt 
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werden. Einander entsprechende Dreiecke sind mit denselben 
Ziffern bezeichnet. Die Bezeichnung ist so gewählt, daß die 
Dreiecke ungerade oder gerade Nummern tragen ^ je nachdem 
sie durch eine gerade oder durch eine ungerade Anzahl von 
Spiegelungen aus dem Ausgangsdreieck I hervorgehen. Die 
Substitution (2) bzw. (3) vertauscht die Dreiecke I III V und 
die Dreiecke II IV VI zyklisch. Den Eckpunkten 0^ e des 
Dreiecks I in der >l- Ebene entsprechen die Eckpunkte oois 
des Dreiecks I in der r -Ebene. 

Die Gebietseinteilung der positiven A- Halbebene ist des- 
halb von Wichtigkeit^ weil sich jedes der sechs Dreiecke als 
eine konforme Abbildung einer J- Halbebene darstellt: die mit 
geraden Nummern bezeichneten Dreiecke sind Bilder der posi- 
tiven /-Halbebene; die mit ungeraden Nummern bezeichneten 
sind Bilder der negativen J-Halbebene. 

Zum Bewem bemerken wir zunächst: die Invariante 

ist eine rationale Funktion der Variabein A, die nur in den 
Punkten 0, 1, cx) der A- Ebene unendlich wird. Die Variable A 
ist, als Funktion der Variabein I betrachtet, eine sechswertige 
Funktion, die nur im unendlich fernen Punkt der /-Ebene 
unendlich wird. Die sechs Werte der Variabein A, die einem 
gegebenen Wert der Variabein / entsprechen, können als die 
sechs Werte des Doppelverhältnisses aufgefaßt werden, das 
durch vier gegebene Elemente bestimmt ist. Einem gege'benen 
Wert I entsprechen demnach die sechs Werte (§ 4, Nr. 4) 

(8) ^r^ ^ f l-'l 



1 — Z X i l—l 

Die sechs Werte des Doppelverhältnisses sind alle unter- 
einander verschieden, außer wenn zwei von den vier Elementen, 
die das Doppelverhältnis bestimmen, zusammenfallen oder wenn 
die vier Elemente harmonisch oder äquianharmonisch liegen 
(§ 4). Im ersten Fall ist 7 =» oo und es besitzen je zwei von 
den Ghrößen (8) die Werte 0, 1, cx). Im zweiten Fall ist J= 1 
und je zwei von den Größen (8) besitzen die Werte 

-1 i 2. 
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Im dritten Fall ist J — ^ und je drei von den Größen (8) be- 
sitzen die Werte 

£_|(l + iY3) und -««-^(l-i|/3). 

Es ist leicht^ alle diese Angaben direkt zn verifizieren. 

Die algebraische Funktion k ist somit nur in den Punkten 
oc^ 1^ der /-Ebene verzweigt. Im Innern eines jeden unserer 
sechs Dreiecke in der A- Ebene verhält sich die Variable I, 
als Funktion der Yariabeln A betrachtet, regulär und die 

Derivierte jt- verschwindet nicht. Folglich wird ein jedes 

Dreieck konform auf die /-Ebene abgebildet. 

Die Gleichung (7) zeigt unmittelbar, daß Punkten auf der 
reellen Achse der A- Ebene Punkte auf der reellen Achse der 
/-Ebene entsprechen. Schreibt man die Gleichung in der 
Form 

27[(A-i)«~J]«' 

80 erkennt man, daß auch die Ordinate durch den Punkt ^ 
der A-Ebene auf die reelle Achse der /-Ebene abgebildet 
wird. Setzt man sodann in der Gleichung (7) 

so folgt 

Diese Gleichung zeigt, daß auch der Kreis vom Radius 1 
um den Punkt 1 in der A- Ebene auf die reelle Achse der 
/-Ebene abgebildet wird. 

Demnach wird die Begrenzung des Dreiecks I in der 
Jl-Ebene (Fig. 34) auf die reelle Achse der /-Ebene abgebildet 
und zwar die Seite 0, ^ auf den Achsenabschnitt + cx>, 1, die 
Seite ^, e auf den Achsenabschnitt 1, 0, die Seite s, auf 
den Achsenabschnitt 0, — oo . Weil einem positiven Umlauf 
um das Dreieck I ein positiver Umlauf um die Bildfläche 
entspricht, wird das Dreieck auf die negative /-Halbebene 
abgebildet. 

Die Dreiecke III und Y, die aus I durch eine gerade 
Anzahl von Spiegelungen hervorgehen, werden ebenfalls auf 
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die negative /-Halbebene abgebildet^ dagegen werden die Drei- 
ecke U, IV und- VI, zn denen wir durch eine gerade Anzahl 
von Spiegelungen gelangen; auf die positive J-Halbebene ab- 
gebildet. 

Die Abbildung der 7- Ebene auf die A-Ebene vermittelt 
eine Abbildung der /-Ebene auf die r- Ebene und zwar wird 
die positive 2-Halbebene auf die Dreiecke II, IV und VI, die 
negative 1- Halbebene auf die Dreiecke I, III und V in der 
r-Ebene abgebildet (Fig. 36). 

Den Seiten i e, £ oo, ooi des Dreiecks I in der r-Ebene 
entsprechen die Abschnitte 1 0, — oo, -f oo 1 der reellen Achse 
der /-Ebene. 

Die Dreiecke I und 11 in der r-Ebene setzen sich zu 
einem Viereck 11 zusammen, das eine Abbildung der mit einem 
Einschnitt versehenen J-Ebene ist. Weil die beiden Dreiecke 
längs der Seite £ oo sfusammenhängen, hängen ihre Abbil- 
dungen — die beiden i- Halbebenen — längs des Abschnittes 
0— cx> zusammen. Der Einschnitt in der /-Ebene geht also 
vom Punkt längs der reellen Achse über 1 bis -\- cx>. 

Das Viereck 11 bildet einen Fundamentalbereich der Funk- 
tion /(r). 

Die Dreiecke Ul und IV setzen sich zu einem Viereck ü^ 
zusammen, auf das ebenfalls die zerschnittene /-Ebene ab- 
gebildet wird, und 
ebenso liefert das Vier- 
eck i/j, das sich aus 
den Dreiecken V und 
VI zusammensetzt, ein 
Bild der /-Ebene. 

Durch die Substi- 
tution (4) werden die 
Vierecke lUI^II^ zyk- 
lisch vertauscht. 

Die sechs in Rede 
stehenden Dreiecke in 
der T- Ebene setzen 

sich zu dem Dreieck D zusammen (s. Fig. 36), auf das 
die positive A- Halbebene abgebildet wird. Das anstoßende 




Flg. 86. 
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Dreieck 2/, das auf die negative A- Halbebene abgebildet wird, 
laßt sich ebenfalls in sechs Dreiecke zerlegen ^ die ans den 
ersten sechs Dreiecken durch Spiegelung an der Ordinaten- 
achse hervorgehen. In der nebenstehenden Figur ist die Be- 
zeichnung so gewählt, daß die Dreiecke mit geraden oder un- 
geraden Nummern bezeichnet sind, je nachdem sie Bilder der 
positiven oder der negativen /-Halbebene sind. 

Die sechs neuen Dreiecke VII VIII; IX X; XI XII setzen 
sich wieder zu drei Vierecken 11^ H^ 11^ zusammen; jedes der- 
selben liefert ein Bild der zerschnittenen /-Ebene. 

Ein Blick auf die Figur zeigt, daß die Translation 

t' = r — 1 

die Vierecke 77 ff^ 77, bzw. mit den Vierecken 77j U^ 11^ zur 
Deckung bringt und zwar kommen homologe Punkte, denen 
derselbe Punkt der /-Ebene entspricht, zur Deckung. 

Wir stellen die Transformationen zusammen, durch die 
das Au^angsviereck 11 in die Vierecke II^IT^ » - - IJ^ übergeführt 
wird und fügen die den einzelnen Vierecken zugeordneten 
Werte der Funktion A hinzu: 

I n n, n, n, n^ n^ 

r— 1 1 . 1 T 

(9) ^=' '^ r" 1-T ^-"1 - T 1-x 

2'— I 1 l — l JL J. 1 _ 3 i.. 

Bezüglich der in der letzten Zeile stehenden Werte/ der 
Funktion X' ist zu bemerken: die dem Vierecke i7^ und 11^ 
zuzuordnenden Werte ergeben sich aus den Ausführungen zu 
Anfang dieses Paragraphen, die den Vierecken Il^II^n^ zuzu- 
ordnenden ergeben sich auf Grund der Beziehung (§ 112, 
Nr. 1 und 2) 

rri - 1^ = iK'(i^X) tK{^) _ __ 1_ 
^ ^ ir(l — X) '^ K\X) T(l)* 

Der im § 114 erörterten Einteilung der positiven r- Halbebene 
in Vierecke P,. entspricht eine Einteilung derselben in Vier- 
ecke /7^. Die Substitutionen, die das Ausgangsviereck i7 in 
die verschiedenen Vierecke ^^ transformieren, erhalten wir, in- 
dem wir die unter (9) angegebenen Substitutionen mit den 
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Substitutionen zusammensetzen^ die das Viereck P in die 
Vierecke P^ transformieren. 

Die Gruppe der Substitutionen, die die Vierecke ^^ in- 
einander transformieren, nennt man die Modulgruppe. Wir 
bezeichnen sie mit f. 

Die Modulgruppe enthält die Substitutionen 

(S) T' = r + 1 und (T) r'^-^. (9> 

Aus diesen Substitutionen lassen sich alle Substitutionen 

(10) ^'-iVfr aö-ßy^l 

zusammensetzen, deren Koeffizienten ganze Zahlen sind (§ 99,. 
Schluß) und es ist leicht zu sehen, daß die Modulgruppe auch 
keine anderen Substitutionen enthalten kann. 

Die Modulgruppe f besteht demnach aus den Sub- 
stitutionen ersten Grades mit der Determinante 1,. 
deren Koeffizienten ganze Zahlen sind. 

Die Substitutionen dieser Gruppe transformieren 
die automorphe Funktion I{x) in sich selbst. 

Weil jedem Punkt der J-Ebene ein Punkt im Innern oder 
auf der Begrenzimg des Vierecks U in der r-Ebene entspricht, 
so können wir, wenn die Werte der Invarianten g^ und g^ 
gegeben sind, die Perioden 2(o^, 2g}^ so wählen, daß der reelle 

Teil des Quotienten -^ ^ ^}/3 ist. Auf dieser Tatsache haben 

wir uns im § 68 bei der Besprechung der Konvergenz der 
-Ö^Reihen bezogen. 

§ 116. Die Modiilfimktionen. Eine einwertige Funk- 
tion der Variabein t, die zugleich algebraische Funktion der 
Variabein / ist, bezeichnet man als „Modulfunktion^ Unter 
diese Definition ißLllt selbstverständlich die automorphe Funk- 
tion I{z) selbst und jede rationale Funktion derselben, es fallen 
darunter aber auch die homogenen Funktionen der Perioden 
2m^y 2(D3, die im Problem der Teilung der Perioden auftreten^ 
soweit sie homogen vom Grade Null, also Funktionen des 
Periodenquotienten r sind. Dazu gehören die Quotienten aua 
zwei Wurzeln der Teilungsgleichung 
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und die Wurzeln der Invariantengleichung (§ 109). Das Pro- 
blem der Teilung erscheint demnach als Spezialfall der Theorie 
der Modulfunktionen. 

Eine rationale Funktion der Yariabeln / wird durch alle 
Substitutionen der Modulgruppe f in sieh selbst transformiert. 
Umgekehrt ist eine einwertige Funktion der Yariabeln r 

die durch alle Substitutionen der Modulgruppe in sich selbst 
transformiert wird, wenigstens eine einwertige Funktion der 
Yariabeln r. Denn den unendlich vielen homologen Punkten 
der T-Ebene, die demselben Punkt der i- Ebene entsprechen, 
ist derselbe Wert der Funktion 9?(t) zugeordnet 

Nehmen wir nunmehr an, die einwertige Funktion tv der 
Yariabeln r genüge einer irreduziblen Gleichung m-ten Grades 

(1) *(«;//) -0, 

deren Koeffizienten rationale Funktionen der Yariabeln I sind. 
Wenn wir die Yariablen w und / durch r ausdrücken, 
80 geht die Gleichung (1) in eine Identität über. Wenden 
wir eine Substitution der Modulgruppe 

(XJ) . = '-+''^ 

an, so werden die Koeffizienten der Gleichung (1) in sich 
selbst transformiert. Es muß daher auch die Funktion w^ = (p{t^) 
der Gleichung (1) genügen. 

Indem wir der Reihe nach m—1 geeignet ge- 
wählte Substitutionen der Modulgruppe auf die Funk- 
tion w = q>(r) anwenden, erhalten wir die m — 1 übrigen 
Wurzeln der Gleichung (1). 

Zum Beweis nehmen wir einen Augenblick an, daß wir 
bei Anwendung aller Substitutionen der Modulgruppe nur zu 
den p Wurzeln der Gleichung (1) 

(2) w w\ «<;,••• ^<7^_l Cp < w) 

gelangen. Unter dieser Annahme wird eine beliebige Sub- 
stitution der Modulgruppe diese Wurzeln nur untereinander 
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permutiereii; sie wird daher eine rationale symmetrische Funk- 
tion F der Wurzeln (2) in sich selbst transformieren. Folg- 
lich ist die Funktion jF eine einwertige Funktion der Vari- 
abein I und weil sie eine algebraische Funktion dieser 
Yariabeln ist, so läßt sie sich rational durch / ausdrücken. 
Aus unserer Annahme folgt daher, daß die Großen (2) einer 
algebraischen Gleichung jj-ten Grades genügen, deren Koeffi- 
zienten rationale Funktionen der Yariabeln I sind. Aber dies 
widerspricht unserer Voraussetzung, daß die Gleichung (1) 
irreduzibel ist. 

Jede Substitution der Modulgruppe bewirkt eine be- 
stimmte Permutation der Wurzeln der Gleichung (1). Weil 
den unendlich vielen Substitutionen nur eine endliche Anzahl 
Ton Permutationen gegenüber steht, so müssen unendlich yiele 
Substitutionen dieselbe Permutation bewirken. Wenn zwei 
Substitutionen W^ und W^ dieselbe Permutation hervorrufen, 
flo läßt die Substitution W^ W^" ^ jede Wurzel ungeändert. Es 
gibt daher unendlich viele Substitutionen, die jede Wurzel un- 
geändert lassen. Es seien dies die Substitutionen 

<3) Fo=l V, V, F..... 

Diese Substitutionen bilden offensichtlich eine Gruppe; wir be- 
zeichnen dieselbe mit V\ 

Transformieren wir eine Substitution V^ der Gruppe T 
durch eine beliebige Substitution W der Modulgruppe. Die 
Transformierte 

läßt ebenfalls aUe Wurzeln der Gleichung (1) ungeändert und 
gehört daher ebenfalls der Gruppe f an, denn die Permutation 
der Wurzeln, die durch die Substitution W~^ bewirkt wird, wird 
durch die Substitution W wieder rück^ngig gemacht. Da- 
raus folgt: Die Gruppe T ist eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe der Modulgruppe (vgl. § 92 und 99). 

Es sei r die Anzahl der verschiedenen Permutationen der 
Wurzeln der Gleichung (1), die wir bei Anwendung aller 
Modulsubstitutionen erhalten. Mit 

<4) U, U,-..U^_, 

Dnröge-Manrer, elliptische Funktionen. 5. Anfl. 26 



1 


Vi 


y. 


F, ... 


V, 


v,u. 


y.u. 


y,ur-- 


u. 


r,u. 


r,ü. 


v,u,-- 
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bezeichnen wir Modnlsubstitutionen, durch die wir die Anfangs- 
permutation in die r — 1 übrigen überführen können. Wir 
ordnen nun die Modulsubstitutionen in eine Tabelle 



(5) 



In der ersten Zeile der Tabelle stehen die unendlich vielen 
Substitutionen der Untergruppe f', die die Anfangspermutation 
der Wurzeln ungeändert lassen. Die zweite Zeile enthält alle 
Substitutionen^ die diese Anfangspermutation in dieselbe zweite- 
Permutation überführen^ die dritte Zeile enthält aUe Sub- 
stitutionen, die die Anfangspermutation in dieselbe dritte Per- 
mutation überführen usw. Unsere Tabelle enthält also alle 
Substitutionen der Modulgruppe und jede nur einmal. 

Die Untergruppe T der Modt;ilgruppe besitzt dem- 
nach einen endlichen Index r (vgl. § 99). 

Das Produkt zweier Substitutionen U^ und U^ wird, all- 
gemein zu reden, nicht in der Reihe der Substitutionen (4) 
enthalten sein, aber es muß sich in der Form 

(6) ü^u^ = r,ü^ 

ausdrücken lassen. Bilden wir nun das Produkt zweier Sub- 
stitutionen V^U^ und V^ü^, die denselben Zeilen der Tabelle (5) 
angehören wie die Substitutionen U^ und ü^. Weil die 
Untergruppe f ausgezeichnet ist, so gehört ihr auch die Trans^ 
formierte 

V ^ ü V ü-^ 
an. Es ist daher auch das Produkt 

(7) {V,ü„)(J^U^)^V,{Ujr^U-')UJ]^^rjJ^U^ (6) 

ebenso wie das Produkt C7„ U^ in der y + 1-ten Zeile der 
Tabelle (5) enthalten. Aus dieser Bemerkung ergibt sich eine 
wichtige Folgerung. Jeder Zeile der Tabelle (5) entspricht 
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eine anf die Wurzeln der Grieiohting (1) bezügliche Sab* 

stitution. Wir bezeichnen diese Sabstitationen der Reihe 
nach mit 

1 8i Ä, • • • S^.i . 

Sie bilden eine mit der Modulgruppe isomorphe 
Gruppe 6r. 

Denn dem Produkt zweier Modulsubstitutionen 
(^z^a)i^M^ii)' denen die Substitutionen S„ und Sy der 
üruppe G entsprechen y entspricht zufolge (7) das Produkt 

Der identischen Substitution der Gruppe G entspricht die aus- 
gezeichnete Untergruppe T der Modulgruppe. 
Man bezeichnet die Substitutionen (4) 

1 u, ü,-..u,_, 

als ^^Bepräsentanten'^ der Modulgruppe in Beziehung auf die 
ausgezeichnete Untergruppe f. 

In dem Rationalitätsbereich^ den die rationalen 
Funktionen der Yariabeln / bilden, ist die Gruppe G 
die Gruppe der Gleichung (1). 

Zum Beweis bilden wir eine rationale Funktion F der 
Wurzeln der Gleichung (1), die bei Anwendung der Substitu- 
tionen der Gruppe G ungeändert bleibt, aber bei Anwendung 
jeder anderen Substitution ihren Wert ändert (vgl. § 93). Weil 
die Substitutionen der Modulgruppe f dieselben Permutationen 
der Wurzeln der Gleichung (1) bewirken wie die Substitutionen 
der Gruppe G, so wird F als Funktion der Variabein r be- 
trachtet durch die Substitutionen der Modulgruppe in sich 
selbst transformiert. Daher läßt sich die Funktion F rational 
durch die Variable / ausdrücken. Da nun jede auf die Wurzeln 
bezügliche Substitution, die nicht zur Gruppe G gehört, den 
Wert der Funktion F ändert, so kann die Gruppe der Gleichung 
keine derartige Substitution enthalten. Andererseits ist ein- 
leuchtend, daß alle Permutationen der Wurzeln der Gleichung (1), 
die durch Substitutionen der Modulgruppe bewirkt werden, 
nicht gegen eine rationale Beziehung, die zwischen den Wurzeln 

26 • 
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besteht, verstoßen können. Daher muß die Gruppe der Glei- 
chung (1) alle Substitutionen der Gruppe G enthalten.*) 

Wenn der Grad m der Gleichung (1) kleiner als der 
Grad r der Gruppe G ist, so enthält diese Gruppe eine Anzahl 
Ton Substitutionen, die die Funktion w » {p(t) ungeändert 
lassen. Diese Substitutionen bilden eine Untergruppe H, deren 

Grad p » — ist. Nehmen wir an, die Gruppe H bestehe aus 

den Substitutionen 

So« 1 Si S, •• • iS^.i. 

Wir können nun m Substitutionen der Gruppe G 

derart auswählen , daß sich alle Substitutionen der Gruppe G 
in der Form 

(8) S„T^ (a-0,l,2,...,i,-l5/S = 0,l,2,...,m-l) 

darstellen lassen. 

Aus der isomorphen Beziehung zwischen den Gruppen G 
und r ergibt sich, daß die Substitutionen 

(9) V,V, (a-0,l,2,..,i)-l; A = 0,l,2, •••,inm£), 

die den ersten p Zeilen der Tabelle (5) angehören, eine Unter- 
gruppe H der Modulgruppe bilden und daß diese Substitutionen 
die Funktion w ^ (p{t) in sich selbst transformieren. Den 
Substitutionen 2\Tj' • • T^^j entsprechen w— -1 Substitutionen 
aus der Reihe üpüp+i-- ü)._i, die der Gruppe H nicht an- 
gehören. Wir wollen sie mit W^W^-'-W^^^ bezeichnen. 
Der Darstellung (8) der Substitutionen der Gruppe G ent- 
spricht die Darstellung 

*) Wenn wir in den Rationalitätsbereich nicht alle rationalen 
Fonktionen der Yariabeln / aufnehmen, sondern etwa nur diejenigen, 
deren Koeffizienten rationale Zahlen sind, so ist der Fall vorzusehen, 
daß keine Funktion F von der im Text definierten Art dem Ration»- 
litätsbereich angehört. In diesem Fall enthält die Gruppe G nicht alle 
Substitutionen der Gruppe der Gleichung, sondern sie ist eine aus- 
gezeichnete Untergruppe dieser Gruppe. Die Abel sehen Relationen 
(§ 106) geben ein Beispiel von rationalen Relationen zwischen den 
Wurzeln, deren Koeffizienten von einer numerischen Irrationalität ab- 
hängen. 
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(10) r.ü^w^ 

(a = 0,l,2,...,jp-l; /J-0,l,2,...,iw— 1; ;i=-0, 1,2,--, ininf.) 
der Subsidtationen der Modulgmppe. Sie liefert uns alle Sub- 
stitutionen der Modulgruppe und jede nur einmal. 

Jede der Substitutionen ü^, W^ darf durch eine beliebig 
zu wählende Substitution, die derselben Zeile der Tabelle (5) 
angehört, ersetzt werden. 

§ 117. Oeometrische BepräBentatlon. Ebenso wie 
wir früher die Funktionen X(r) und I(t) geometrisch reprä- 
sentiert haben (§ 114 und 115), so wollen wir nun auch den 
Verlauf der Funktion ti7 » ^(r) geometrisch anschaulich machen. 

Durch die Substitutionen der Gruppe H, die die auto- 
morphe Funktion ^(t) in sich selbst transformieren, kann das 
Ausgangsviereck FF (Fig. 36) in unendlich viele von den Vier- 
ecken 11^ transformiert werden, die die positive r-Halbebene 
bedecken. Wir wollen alle diese Vierecke, in die 77 durch die 
Gruppe H transformiert wird, kurz als ,^quivalent^' bezeichnen. 
Durch die Substitutionen 

(1) 1 w, w,-.w^_, 

(s. den Schluß des vorigen Paragraphen) wird das Viereck 77 
bzw. in die Vierecke 

(2) ri n, n,-..n„_, 

transformiert Keine zwei von diesen Vierecken sind einander 
äquivalent. Denn wären etwa die Vierecke 77^ und 77^ äqui- 
valent, so müßte die Substitution W^~^Wy, die 77^ in 77^ 
transformiert, der Gruppe H angehören, was nicht der Fall ist. 

Die Substitutionen (1) können in mannigfaltiger Weise 
gewählt werden. Jedem zulässigen System von Substitutionen (1) 
entspricht ein System von nicht äquivalenten Vierecken (2). 
Es sind aber auch umgekehrt die Substitutionen (1) durch 
die Vierecke (2) eindeutig bestimmt und wir können deshalb 
auch von einem System von m nicht äquivalenten Vierecken 
ausgehen. Diese Vierecke können wir so wählen, daß 
sie eine zusammenhängende Fläche Q bilden. 

Zu dem Zweck wählen wir als Viereck U^ ein Viereck, 
das mit dem Viereck 77 nicht äquivalent ist und mit ihm eine 
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Seite gemein hat. Das Viereck i7| wählen wir so, daß es mit 
keinem der Vierecke n^n^ äquivalent ist und wenigstens mit 
einem derselben eine Seite gemein hat usw. Indem wir dieses 
Verfahren so lang als möglich fortsetzen, erhalten wir eine 
Reihe von Vierecken 

(3) 11 n, n,.-.n,_„ 

die eine zusammenhängende F^che Q bilden. 

Jedes Viereck 77^, das an das Polygon Q längs einer Seite 
angrenzt^ muß mit einem der Vierecke (3) äquivalent sein, 
denn anderenfalls könnten wir unser Verfahren fortsetzen. 

Weil es nur m nicht äquivalente Vierecke gibt, kann die 
Zahl p nicht > m sein; daß sie auch nicht < m sein kann, 
beweisen wir indirekt. 

Unter der Voraussetzung p <fn gibt es unter den Vier- 
ecken i7| solche, die mit keinem der p Vierecke (3) äquivalent 
sind. Wir verbinden einen Punkt in der Fläche Q mit einem 
Punkt im Innern eines dieser Vierecke durch einen Weg Z», 
der durch keinen Eckpunkt eines der Vierecke iJ^ hindurch- 
geht. Dieser Weg L durchlaufe der Reihe nach die Vierecke 
^p ^p+i ' ' ' ' I^ dieser Reihe sei 71^ das erste Viereck, das 
mit keinem der Vierecke (3) äquivalent ist. Weil nach Vor- 
aussetzung jedes der Vierecke 77,-, das an das Polygon Q 
angrenzt, mit einem der Vierecke (3) äquivalent ist, muß 
q^p + l sein. 

Das Viereck 77^ _i ist mit einem der Vierecke (3) äqui- 
valent; es sei dies das Viereck 77^^. Die Substitution der 
Gruppe H, die 77j_i in 77^ transformiert, transformiert das 
Viereck 77^ in ein Viereck 77', das mit 77^ eine Seite gemein 
hat, weil die Vierecke 77j_i und 77^ längs einer Seite zu- 
sammenhängen. 

Das mit dem Viereck 77^ äquivalente Viereck 77' ist mit 
keinem der Vierecke (3) äquivalent und es hat mit dem 
Viereck 77^^ also auch mit der Fläche Q eine Seite gemein. 
Dies steht im Widerspruch zu unserer Annahme, also muß 
jP » m sein. 

Die Vierecke 77<, die die positive r- Halbebene bedecken, 
ordnen sich zu m in Polygone Qj, die mit dem Polygon Q 
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äquiyalent sind. Im Fall der Funktion A(r) sind die Poly- 
gone Qj mit den Vierecken Pj identisch^ die sich aus je sechs 
Yon den Vierecken Ili zusammensetzen (ygl. § 115). 

Nehmen wir an, das Polygon Q^ hänge mit dem Anfangs- 
polygon Q längs der Seite s zusammen. Die Substitution U^ 
der Gruppe H^ die das Polygon Q in Q^ transformiert, ordnet 
der Seite s des Polygons Q^ eine Seite s' des Polygons Q zu. 
Da die Seite s auch dem Polygon Q angehört, so sind durch 
die Substitution U^ zwei Seiten dieses Polygons einander zu- 
geordnet und weil das Polygon Q längs jeder seiner Seiten an 
«in äquivalentes Nachbarpolygon grenzt, so ist jeder seiner 
Seiten eine andere durch eine Substitution der Gruppe H zu- 
geordnet. Dabei ist nicht ausgeschlossen, daß eine Polygon- 
seite sich selbst zugeordnet ist. 

Durch die Zuordnung der Seiten sind die Substitutionen 
der Gruppe H, die die Zuordnung yermitteln, yollständig be- 
stimmt und man kann geradezu durch die Zuordnung der 
Seiten des Polygons Q die erzeugenden Substitutionen der 
Gruppe H bestimmen. 

Wenn wir die m Vierecke (2), aus denen das Polygon Q 
besteht, mittelst der Funktion /(r) auf die 2- Ebene abbilden, 
so wird diese w-fach überdeckt. Wir legen nun m Exemplare 
der /-Ebene aufeinander und schneiden ein jedes längs der 
Abschnitte 0, 1 und 1, -j- cx) der Abszissenachse auf, auf die 
die Seiten der Vierecke 77, abgebUdet werden. Auf jedes 
Blatt wird eines der Vierecke (2) abgebildet. So oft zwei 
von den Vierecken (2) längs einer Seite zusammenhängen, 
heften wir die entsprechenden Blätter längs des Achsenabschnitts, 
der der gemeinsamen Seite entspricht, zusammen und erhalten 
so eine m- blättrige Riemannsche Fläche T. 

Den Eckpunkten der Vierecke (2), in denen eine Anzahl 
derselben zusammenhängt, entsprechen die Windungspunkte 
der Biemannschen Fläche (vgl F. Th. § 68). Die Windungs- 
punkte können also nur in die Punkte 0, 1, co der /-Ebene 
fallen. 

Einem gegebenen Wert der Funktion i(r) entspricht in 
jedem der m Vierecke (2) ein Punkt; diesen m homologen 
Pimkten sind die m verschiedenen Werte der Funktion m? = ^(r) 



j 



/ 
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zugeordnet. In der Biemannschen Fläche T entsprechen den 
m Punkten in der r- Ebene m sich deckende Punkte in den 
m Blättern. 

Wenn wir w als Funktion der Variabeln t betrachten, so 
ordnen wir die Werte w eindeutig den Punkten des Polygons Q 
zu, betrachten wir w als Funktion der Variabeln /, so ordnen 
wir die Werte w eindeutig den Punkten der Bie mann sehen 
Fläche T zu. 

Wenn die Funktion w(r) einen beliebigen vorgeschriebenen 
Wert nur in einem Punkt der Fläche Q annimmt, so ver- 
mittelt diese Funktion eine konforme Abbildung des Polygons Q 
auf die Biemannsche Fläche T. In diesem Fall läßt sich 
die Funktion J(r) rational durch die Funktion w(t) aus- 
drücken. 

Dies triflFt z. B. ftlr die Funktion A(t) zu. 

Wenn die Funktion w(r) einen gegebenen Wert in p Punkten 
des Polygons Q annimmt, so sind die Koeffizienten der Glei- 
chung, die w als Funktion der Variabeln I bestimmt, ganze 
rationale Funktionen p-ten Grades dieser Variabeln. 

§ 118. Die Kongmensgmppen. Man kann zur Zeit 
nur diejenigen Untergruppen der Modulgruppe arithmetisch 
definieren, die sich durch Kongruenzen nach einem gegebenen 
Modul charakterisieren lassen. Man nennt diese Untergruppen 
nach Klein s Vorgang „Kongruenzgruppen". Insbesondere be- 
zeichnet man als „Hauptkongruenzgruppe w-ter Stufe" die 
Untergruppe der Modulgruppe, deren Substitutionen durch die 
Kongruenzen 

(1) cc = ö = ±l ß = y~0 mod n 

charakterisiert sind. 

Die Kongruenzen, die eine Kongruenzgruppe definieren, 
dürfen nicht beliebig gewählt werden: damit ein System von 
Bedingungen eine Gruppe bestimmt, ist erforderlich, daß diesen 
Bedingungen gleichzeitig mit den Substitutionen F^ und V^ 
das Substitutionenprodukt F^F, genügt. 

Um die folgenden Auseinandersetzungen abzukürzen, be- 
zeichnen wir die Substitution 



(W) 



§ 118. Die Eongraenzgrappen. 409 

a + ßr 



im Einklang mit der Seite 363 eingeführten Bezeichnmigsweise 
symbolisch durch 



w 



Weil ein gleichzeitiger Zeichenwechsel aller Koeffizienten 
die Substitution ungeSndert laßt, ist 

fa ß\ /— a —ß\ 



\7 */ Uy -*/ 



Wenn die Eoef&zienten zweier Substitutionen den Kon- 
gruenzen 

a= a /3 = 6 y= c <J= d 
oder mod n 

tt = — a /} = — 6 }/ = — c d = — d 

genügen, so bezeichnen wir die beiden Substitutionen als äqui- 
valent in Beziehung auf den Modul n und drücken das durch 
das Zeichen 

I ^)oo( J mod w 
\y S) \c d) 
aus. 

Wenn die Substitutionen Fj und W^ und die Substitu- 
tionen Fj und TFg äquivalent sind, so sind auch die Substitu- 
tionenprodukte Fj Fj und TFj TF, äquivalent. 

Die Substitutionen; die den Kongruenzen (1) genügen^ 
sind in Beziehung auf den Modul n der identischen Substitu- 
tion äquivalent. Auf Grund der eben gemachten Bemerkung 
folgt hieraus sofort, daß diese Substitutionen in der Tat eine 
Ghruppe bilden. Transformieren wir eine Substitution der Haupt- 
kongruenzgruppe 

ß\ 



\v s) 



durch eine beliebige Substitution der Modalgruppe 



w 



V dj' 
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Weil Fco 1 ist, gehört auch die transformierte Substitution 

der Hauptkongruenzgruppe an. 

Die Hauptkongruenzgruppe n-ter Stufe ist daher 
«ine ausgezeichnete Untergruppe der Modulgruppe. 

Aus der Definition der Äquivalenz in Beziehung auf den 
Modul n ergibt sich, daß wir aus der Modulgruppe nur eine 
endliche Anzahl nicht äquivalenter Substitutionen auswählen 
können. Wir bezeichnen diese Anzahl mit r und mit 

(2) ü.= l U, Ü,---U,_, 

ein vollständiges System nicht äquivalenter Substitutionen. 

Eine beliebige Substitution W der Modulgruppe ist einer 
der Substitutionen (2) äquivalent. Es sei dies die Substitu- 
tion U^. 

Das Produkt F =« WU^"^ ist daher der identischen Sub- 
stitution äquivalent und gehört daher der Hauptkongruenz- 
gruppe an. Daraus folgt: alle Substitutionen der Modulgruppe 
lassen sich in der Form 

W=rü, iv = 0,l,2,--;r-l) 

darstellen, wo F eine Substitution der Hauptkongruenzgruppe 
bedeutet. Die Substitutionen (2) bilden daher ein Repräsen- 
tantensystem der Modulgruppe in Beziehung auf diese. Der 
Index derselben ist also = r (§ 99). Wir wollen sie deshalb 
mit r^ bezeichnen. 

Wir haben nun noch die Anzahl r der nicht äquivalenten 
Substitutionen der Modulgruppe festzustellen. Dabei stützen 
wir uns auf den sofort zu beweisenden Hilfssatz: 

Sind vier Zahlen abcd gegeben, die der Kongruenz 

(3) ad — bc=l modn 

genügen, so können wir immer eine Modulsubstitution be- 
stimmen, die den Kongruenzen 

(4) a = a /3 = 6 y = c d = d mod n 
genügt. 

Es ist klar, daß alle Modulsubstitutionen, die den Kon- 
gruenzen (4) genügen, untereinander äquivalent sind. 
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Den Lösungen 



c :) - c: ::) 



der Kongruenz (3) entspricht dieselbe Substitution der Modul- 
gruppe. Die beiden Zahlenquadrupel stellen verschiedene 
Lösungen der Kongruenz (3) dar^ außer wenn n » 2 ist. 

Die Anzahl t der nicht äquivalenten Substitutionen der 
Modulgruppe ist also gleich der Anzahl der Lösungen der 
Kongruenz (3), wenn n » 2 ist und gleich der Hälfte dieser 
Anzahl, wenn n > 2 ist. 

Wir müssen nun die Anzahl der Lösungen der Kongruenz (3) 
bestimmen; wir wollen sie mit %(n) bezeichnen. 

Unter der Voraussetzung^ «laß n eine Primzahl ist^ haben 
wir schon, früher gefunden, daß 

ist. Wir wollen nun zunächst annehmen, es sei n Potenz einer 
Primzahl =|)''. 

Wählen wir für a eine nicht durch p teilbare Zahl, so 
können wir die Zahlen h und c beliebig wählen, die Zahl d 
ist durch die Kongruenz (3) bestimmt. Da es p^ —p^^^ 
modulo p^ inkongruente durch p nicht teilbare Zahlen gibt, 
so erhalten wir (p^ — ^''"^)jj*'' verschiedene Möglichkeiten. 

Wählen wir sodann für a eine durch p teilbare Zahl, so 
können wir die Zahl d beliebig wählen, für h dürfen wir eine 
beliebige nicht durch p teübare Zahl wählen, die Zahl c ist 
dann durch (3) bestimmt. Wir erhalten in diesem Fall 
pft-ipn (^pn ^pTt-v^ Möglichkeiten. Folglich ist 

(5) «(«) __p««-iQ,*+i -j,«-») _ „» (l - i-.) . 

Wenn die Zahl n durch verschiedene Primzahlen teilbar 
ist, so können wir sie in zwei relativ prime Faktoren n^ und 
n^ zerspalten. Wir bestimmen nun zwei Zahlenquadrupel durch 
die Kongruenzen 

(6) a^d^ — \c^ = 1 mod n^ a^d^ — b^c^ = 1 mod w. 



/ 
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und bestimmen dann die Zahlen abcd durch die Kongruenzen 
{a = €^ 6 = 61 c = c, d = di modnj 



(7) 

\a = a^ fe = 6, c = Cg d = d^ modn,. 

Jedem Paar von Lösungssystemen der Kongruenzen (6) 
ist durch (7) eine Lösung der Kongruenz (3) zugeordnet und 
diese Zuordnung ist wechselseitig eindeutig. Unter der Voraus- 
setzung^ daß die Zahlen n^ und n, relativ prim sind; ist daher 

(8) z(«i^) = a:(«i)zK)- 

Wir zerlegen nun die Zahl n in ein Produkt von Prim- 
zahlpotenzen 

und erhalten auf Grund der G()ieichungen (5) und (8) 

(9) ,(n)»«.(l-^^)(l-i,)...(l-X.). 

Die Anzahl der nicht äquivalenten Substitutionen 
der Modulgruppe ist also = 6^ wenn n»2 ist und 
-iz(w) für n>2. 

Es bleibt noch zu beweisen, daß es eine Substitution der 
Modulgruppe gibt; deren Koeffizienten den Kongruenzen (4) 
genügen. 

Wir nehmen zui^chst an, die Zahlen a und b seien 
relativ prim und setzen unter X^ (i beliebig zu wählende ganze 
Zahlen verstehend 

as«a ß ^h y ^ c + kn d ^ d + fin. 

Aus diesen Gleichungen folgt 

ad — ßy '^ ad — bc + (afi — bX)n, 

Wegen (3) ist 

ad — 6c = 1 -H en, 

wo e eine ganze Zahl bedeutet 

Weil die Zahlen a und b nach Voraussetzung relativ prim 
sind; können wir die Zahlen X und ^ so wählen, daß 

bk — a[i ^ e 
und folglich 

a8 — ßy-^l 
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ist. Die Substitution 

\r ö) 

genügt den gestellten Bedingungen. 

Der Fall^ daß die Zahlen a und b nicht relativ prim sind^ 
läßt sich auf den eben erledigten zurückführen. 

Weil nur die Beste der Zahlen abcd modulo n in Betracht 
kommen^ können wir die Zahlen a und h durch kongruente 
Zahlen a'^a + Xn, V=^h + fin ersetzen und die Zahlen X 
und II so wählen, daß a und V relativ prim sind. 

Die Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe besitzt den Index 6. 

Die sechs Substitutionen 
T— 1 



— 1 1 _ - _ 1 X 



bilden ein vollständiges Bepräsentantensjstem der Modulgruppe 
in Beziehung auf diese Gruppe fg. 

Diese sechs Substitutionen sind uns schon früher ent- 
gegeugetreten (s. § 115, Nr. 7): sie transformieren das Vier- 
eck 77, den Fundamentalbereich der Funktion /(r) in die 
sechs Vierecke 11 ü^- - ' ü^, die zusammen das Viereck P, 
den Fundamentalbereich der Funktion k{r) bilden. Die Haupt- 
kongruenzgruppe zweiter Stufe V^ ist demnach identisch mit 
der Oruppe der Substitutionen, die die automorphe Funktion 
X{t) in sich selbst transfoimieren. 

§ U9. Die Punktion j(^+^y . Es ist leicht eine 
Funktion anzugeben, die durch die Hauptkongruenzgruppe n-ter 
Stufe r^ in sich transformiert wird. 

Wir verstehen unter ah cd ganze Zahlen ohne gemein- 
schaftlichen Teiler, die der Gleichung 

(1) ad —hc^n 
genügen und setzen zur Abkürzung 

(2) #=.«-^l^f*) 
^ ^ o -f- ox 

*) In der Theorie dei Transformation der elliptisclien Funktionen 
(§ 101) haben wir auch „imprimitive" Periodensubstitationen 
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Wir beweisen zunächst: den unendlich vielen Zahlen- 
quadrupeln, die ^er Bedingung (1) genügen, entspricht 
nur eine endliche Anzahl von Werten der Funktion 

(3) «; = J(0. 

Zum Beweis wenden wir auf die Variable t die Modul- 
substitution 

(4) r-'„-+j; iaö-ßy = l) 
an. Aus (2) und (4) folgt eine Gleichung der Form 

(5) <' = <t-5' 

und zwar ist 

a =^ aa + ßc fc' =* a6 + ß^ 
*^^^ c^ya + dc d'^yb + dd. 

Über die Koeffizienten der -Modnlsubstitution (5) können wir 
derart verfügen, daß V => und < c' < a' ist. 

Die Zahlen a und ß sind relativ prim. Wir müssen 
daher, um der ersten Bedingung zu genügen 

(7) « = ±4 /J = t| 

setzen, wo ö den größten gemeinschaftlichen Divisor der beiden 
Zahlen b und d bedeutet. 

Bezeichnen wir mit yQ Sq zwei Zahlen, die der Bedingung 

(8) «<)o-^yo-±(v*o+|yo) = i 

genügen, so sind alle möglichen Werte der Zahlen yd in 
der Form 

(9) y-ro + Q^ d^d, + Qß 

enthalten. Die Zahl q kann beliebig gewählt werden. 

deren Koeffizienten einen gemeinschaftlichen Divisor besitzen, in Betracht 
gezogen. Wenn wir von den homogenen Periodensubstitutionen zu den 
nichthomogenen Substitationen übergehen, die sich auf den Perioden- 
quotienten beziehen, so kann ein gemeinschaftlicher Divisor der Sub- 
stitutionskoeffizienten weggehoben werden und wir können, ohne die 
Allgemeinheit der Untersuchung zu beschränken, annehmen, daß dies 
Yon vornherein geschehen sei. 
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Substituieren wir die Werte (7) und (9) in die Gleichungen 
(6), so folgt 

a' = ± -5. 6' « 

Weil nur die Verhältnisse der vier Zahlen aVcd' in Betracht 
kommen, genügt es, die oberen Zeichen beizubehalten. 

Die Zahl 6 ist eindeutig bestimmt, dagegen ist die Zahl c'^ 

nur modulo — = ± a' bestimmt. 

WeU die Zahlen ab c d nach Voraussetzung keinen ge- 
meinschaftlichen Divisor besitzen, so gilt dasselbe für die 
Zahlen aVc'd^, folglich muß c relativ prim gegen den größten 

gemeinschaftlichen Divisor der beiden Zahlen tS und — sein. 

Wenn die Zahlen aV c" d" ebenfalls der Bedingung (1} 
genügen und bzw. zu den Zahlen ah cd kongruent sind 
(modulo n), so entsprechen den beiden Quadrupeln dieselben 
Zahlen 6 imd o'. 

Substituieren wir die Werte (10) in (5), so folgt 

(11) ^'--^' 

er 

mit dem Zusatz: 6 bedeutet den größten gemeinschaftlichen 
Divisor der Zahlen h und d\ die Zahl v ist die kleinste nicht 
negative Wurzel der Kongruenz 

v = ay^^c\ mod y- (10) 

Sie ist relativ prim gegen den größten gemeinschafUichen 

Divisor der Zahlen 6 und — 

c 

Die Zahlen y^ imd 8^ genügen der Gleichung fS) 



und dürfen im übrigen beliebig gewählt werden. 
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Wegen (4) ist 

Die Anzahl der verschiedenen Funktionswerie, die den un- 
endlich vielen Zahlenqnadrupeln mit der Determinante n ent- 
sprechen ist daher gleich der Anzahl der Zahlenpaare tf, v, die 
den vorstehenden Bedingungen genügen. 

Wir bezeichnen diese Anzahl mit ^(n) and setzen zur 
Abkürzung 

Es ist ohne weiteres klar, daß die Zahlen 6v und folglich 
auch der Wert der Funktion w nur von den Resten der Zahlen 
ah cd modulo n abhängen. 

Wir wollen zwei spezielle Folgerungen aus den voran- 
gehenden Ausführungen hervorheben. 

Damit I(t) — w^q ist, ist erforderlich und hinreichend^ 
daß die beiden Zahlen b und d durch n teilbar sind. Dem* 
entsprechend müssen, damit I{t) » w^^ ist, die beiden Zahlen 
a und c durch n teilbar sein. 

Um die zahlentheoretische Funktion ^(n) zu bestimmen, 
zerlegen wir wieder die Zahl n in ein Produkt von Prim- 
zahlpotenzen 

(12) n^Pi^'^p^^'-'-p/'i 

und nehmen an, es sei 

(13) 7 =J)/'Ä^ •••!'/' (0^A,^«,;x=l,2,...») 

Weil die Zahl v nur modulo — bestimmt ist, kommen 

auch nur ihre Reste in Beziehung auf die i Moduln pj^* in 
Betracht. 

Wenn < >L^ < ä^ ist, so sind die beiden Zahlen 6 und 
y durch p^ teilbar, folglich muß die Zahl v relativ prim zu 
p^ sein. Für den Rest dieser Zahl modulo p^^x ergeben sich 
somit jp^^* —^^^x-i verschiedene mögliche Annahmen. 

Ist dagegen A^ » jc^, so ist 6 nicht durch p^ teilbar und 
der Rest der Zahl v modulo p/^x unterliegt keiner beschnLnkenden 
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Bedingung. Wir erhalten also in diesem Fall |)^^x yerschiedene 
Möglichkeiten. 

Ist endlich X^ = 0^ so gibt es nur eine Zahlklasse 
modp^^». Wir erhalten also, soweit die Primzahl |?^ in Be- 
tracht kommt, im ganzen 

^(j?,^ - i>>-o + p/' + 1 - p/' (i + ^) 

verschiedene mögliche Annahmen bezüglich der Zahlen — 
und V. Für die Anzahl der verschiedenen Zahlenpaare 6, v 
erhalten wir folglich den Ausdruck (vgl. S. 411 unten) 

(14) ^(„)-„(l + l)(l + l)...(l + l). 

Wir untersuchen nun, wie sich die Funktion 

der Yariabeln t den Modulsubstitutionen gegenüber verhält. 
In einem zum Punkt r homologen Punkt 

(15) ^'-i-X^r («'*'-/jy»i) 

nimmt die Funktion w den Wert 

an und zwar ist 

a" = aa + hy 6" = aß' + 6d' 
(^^) c" = ca + dy' d" « cß' + ddT. 

Die vier Zahlen a" 6" c" (f ' haben ebenso wie die Zahlen 
ah cd keinen gemeinschaftlichen Divisor und ihre Deter- 
minante besitzt ebenfalls den Wert n. Daher ist der Wert 
w* (16), den die Funktion w im Punkt r' annimmt, jeden- 
falls gleich einem der Werte w^,^. Bei Anwendung der 
Substitutionen der Modulgruppe werden also die 
^(n) Werte w^^ untereinander permutiert. 

Durftge-Maurer, elliptisohe Funktionen. 5. Aufl. 27 
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Nehmen wir insbesondere an, die Substitution (15) ge- 
höre der Hauptkongruenzgruppe n-ter Stufe f^ an, es sei also 

a = d = ±l /3 = y^0 mod n . 
Unter dieser Voraussetzung ist 

a" = ±a fc" ^ ± ft c" ^ ± c et' :=±d mod n 
und es ist deswegen 

Jeder der ilf(n) Punktionswerte m;^^ wird also durch 
die Substitutionen der Hauptkongruenzgruppe n-ter 
Stufe r^ in sich selbst transformiert. 

Wir bezeichnen im Einklang mit der im § 116 ge- 
brauchten Bezeichnung mit 

(18) Fo-1 V, F.... 
die Substitutionen der Gruppe f^, mit 

(19) U,= l U, l\.^-U,_, 

ein Repräsentantensystem der Modulgruppe in Beziehung auf 
die Gruppe f^. 

Die Koeffizienten der Substitutionen (19) sind nur modula 
n bestimmt. 

Unter den Substitutionen (19) gibt es eine Anzahl, die 
die Funktion 

in sich selbst transformieren. Es seien dies die Substitutionen 

(20) U, U, U,'U^_,. 

Die Zahl 9 ist ein Divisor der Zahl r. 

Aus der Reihe der Substitutionen (19) können wir — 
Substitutionen 

(21) W,^l W, Tr,...TF,_.^ 

Q 

derart auswählen, daß sich die sämtlichen Substitutionen (19) 
in der Form 
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(x-0,l,2,-..r-l; A-0,l,2,-.p-l;/i-0,l,2,-.'^-l) 

darstellen lassen. 

Keine zwei von den Substitutionen (21) können die Funk- 
tion w^Q in dieselbe Funktion w„^ transformieren. Wir werden 

nun beweisen, daß - =» ^(n) ist. Daraus folgt dann: 

Die Modulgruppe enthält Substitutionen^ die eine 
gegebene Funktion aus der Reihe der ^(n) Funktionen 
w^^ in eine beliebige andere Funktion aus derselben 
Reihe transformieren. 

Die Funktion ti\f^ == J'C^^) wird durch die Modulsub- 
stitution (15) in 

^ ^\ a' + ^T ; 

transformiert. Damit w^ ^w^^ ist, müssen, wie oben (S. 416) 
bemerkt worden ist, die Zahlen V = ß' und d' = nd' durch n 
teilbar sein. Die Koeffizienten der Substitutionen (20) ge- 
nfigen also der Kongruenz 

(22) /r = mod n 

und sie genügen als Koeffizienten Yon Modulsubstitutionen 
außerdem der Kongruenz 

a*'-/3'/ = l modn. 

Der Koeffizient a kann beliebig aus der Reihe der zur Zahl 
n relativ primen Zahlen gewählt werden; ist dies geschehen, 
so ist der Koeffizient d' mod n bestimmt. Der Koeffizient y 
kann beliebig gewählt werden. 

Die Anzahl der inkongruenten zum Modul n relativ 
primen Zahlen ist bekanntlich 

^(n)=-„(l-i)(l-l)...(l-i). (12) 

Weil den beiden Zahlenquadrupeln «', ßt, /, d^ und — a\ 
— /3', — /, — 8' dieselbe Modulsubstitution entspricht, ist 
daher 

27* 
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p»^n9)(n) fOr n>2 
und 

p — W9(w) — 2 für n — 2. 

Im ersten Fall ist (ygL Nr. 9 des vorigen Paragraphen) 

■'-M>-^-)(i-i^)-(>-,7) 

^\n^{n)i,{n) (U) 

im zweiten 

r -» »9(»)^(w) = 6. 

Es ist daher auf jeden Fall 

— » ^(n) w. z. b. w. 

Unter den Substitutionen (20), die die Funktion w^^ in sich 
transformieren, gibt es eine Anzahl, die außerdem die Funk- 
tion M7^o = ^v ) ^ ^^^"^ transformieren. Die Modulsubstitution 
(15) transformiert w^^ in 

Wie S. 416 bemerkt worden ist, müssen, damit w* = w^^ ist, 
die beiden Zahlen y und a'n durch n teilbar sein. Es ist 
also y ^0 modn. Die Modulsubstitutionen, die die beiden 
Funktionswerte w^^ und w^q in sich transformieren, genügen 
denmach den Kongruenzen (22) 

(23) /J' = / = a'd'=l modn. 

Eine dieser Substitution^! transformiert die Funktion 

in die Funktion 

Wegen (23) ist die Zahl d"« /S' + d' relativ prim zur Zahl n 
und, weil der größte gemeinschafkiche Divisor der Zahlen ^' 
und V » nß' auch Divisor der Determinante n ist, so sind 
auch die Zahlen V und d" relativ prim, es ist also <5 — 1 zu 
setzen (siehe die Bemerkung zu (7)). 
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Die Zahl v ist durch die Eongmenz 

(24) v = wa'y^j + (a' + /)*o niodn 

^ad, (23) 

bestimmt (vgl. den Zusatz zu (11)). Die Zahlen y^ und d^ 
genügen der Gleichung 

Hieraus folgt auf Grund von (23) die Kongruenz 

(25) d'd^ = l modn. 

Aus (24) und (25) ergibt sich die Kongruenz 

(26) i'v^a modn 

die den Index v bestimmt. 

Damit die in Bede stehende Substitution auch die Funk- 
tion u\^ in sich transformiert, muß v = 1 also 

a = d' mod n 

sein (26). Wenn diese Bedingung zu den Bedingungen (23) 
hinzutritt; so gehört die Substitution der Gruppe f^ an. 

Die Hauptkongruenzgruppe n-ter Stufe f^ enthält 
demnach alle Substitutionen der Modulgruppe, die 
gleichzeitig alle t^(«) Werte w^^ in sich transfor- 
mieren. 

§ 120. Die Invariantenfflelohung. Weil bei An- 
wendung einer beliebigen Modulsubstitution die f(n) Funk- 
tionen 

(1) 



tT) 



nur untereinander vertauscht virerden, ist eine symmetrische 
Funktion dieser Größen eine einwertige Funktion der Variabein / 
(S. 400). Folglich sind die Größen w„^ Wurzeln einer alge- 
braischen Gleichung vom Grade m ^if{n) 

(2) F(w/I) = w;"» + A^tir-^ h ^m - 0, 
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deren Koeffizienten einwertige Funktionen der Variabein / 
sind. Man bezeichnet diese Gleichung als Invariantengleichuni? 
(vgl. § 109, Schluß). 

Als Punktion der Variabein r betrachtet wird die In- 
yariante / nur im unendlich fernen Punkt der r-Ebene und 
in den homologen Punkten unendlich (§ 115). Die Funktion 
I{t) wird also nur unendlich, wenn das Argument t eine 
reelle rationale Zahl ist. Die Funktionen w^j^ (1) werden da- 
her ebenfalls nur für reelle rationale Werte der Variabein x 
unendlicL Eine jede dieser Größen kann daher, als Funktion 
der Variabein I betrachtet, nur im unendlich fernen Punkt 
der /-Ebene unendlich werden. Daraus folgt,* daß die Koeffi- 
zienten der Gleichung (2) ganze (rationale oder transzendente) 
Funktionen der Variabein / sind. 

Um das Verhalten dieser Koeffizienten in der Umgebung 
des unendlich fernen Punktes der /-Ebene zu untersuchen, 
benutzen wir die Reihenentwicklungen, die die Größen / und 
Wg^ als Funktionen der Variabein v darstellen. 

Aus den Gleichungen 

■* 27 i«(l-l)> -27 k*k''*~~ (8 110. JNr- 7j 
and 

1 _ X = fc'» = r^(°^T n - 2 9_+ 2g« -2g»+ - . .-|* 

L©.(o)J 11 + 23 + 2««+ 2«» +..:J 
q =- e*** 

(§ 66, Nr. 13 und § 61, Nr. 6, 7 und 8) 
ergibt sich för die Funktion /(t) die Reihenentwicklung 
(3) I(r) = - J^ [1 + 7442« + 196 8442* + ••■]• 

Diese Reihenentwicklung kann nur gerade Potenzen von q 
enthalten, weil dies für die Reihenentwicklungen der Größen 
*'* und k^ gilt; die Koeffizienten sind rationale Zahlen. 

Mittelst der Funktion /(r) wii-d die /-Ebene auf das 
Kreisbogenviereck 11 in der positiven r-Halbebene abgebildet 
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(ygL Fig. 36, S. 397)^ das zwischen den Ordinaten durch die 
Punkte und 1 liegt. Rückt der variable Punkt in der 
/-Ebene ins Unendliche^ so wächst demnach die Ordinate des 
Bildpunktes r durch positive Werte ins Unendliche und es ist 
lim g = 0. 

Hieraus folgt weiter (3) 

und 

.iav + i&^t 

hme" " «;„- . (1) 

Der Vergleich dieser beiden Grenzbedingungen zeigte daß 
der Quotient 



endlich bleibt, wenn der Punkt / ins Unendliche rückt. 

Daraus folgt, daß die EoeMzienten der Gleichung (2) nur 
wie eine angebbare Potenz der Variabeln I unendlich werden, 
wenn die Variable unendlich wird. 

Wir haben bereits nachgewieseu, daß diese Koeffizienten 
ganze Funktionen der Variabein 2 sind; wir können nunmehr 
feststellen, daß sie rationale Funktionen sind. 

Die Gruppe G der Gleichung (2) läßt sich isomorph auf 
die Gruppe f der Modulsubstitutionen beziehen, derart, daß 
der identischen Substitution der Gruppe G in der Modul- 
gruppe r die Hauptkongruenzgruppe w-ter Stufe f^ entspricht 
(vgl- § 116). Wir haben früher bewiesen, daß die Gruppe G 
einfach ist, wenn die Zahl n eine Primzahl > 3 ist (§ 108); 
ist die Zahl n zusammengesetzt, so ist, wie man sich leicht 
überzeugt, auch die Gruppe G zusammengesetzt. 

Die Modulgi'uppe enthält, wie im vorigen Paragraphen 
gezeigt worden ist, Substitutionen, die eine gegebene Größe 
aus der Reihe w„^ in eine beliebige andere transformieren. 
Folglich enthält die isomorphe Gruppe G eine Substitution, 
die eine gegebene Wurzel der Gleichung (2) durch eine be- 
liebige andere ersetzt; sie ist also transitiv (§ 90). Hieraus 



424 § 120. Die Inyarümtengleichung. 

folgt (§ 95): Die Inyariantengleichung ist irrednzibel, 
wenn als Bationalitätsbereich der Inbegriff der 
rationalen Funktionen der Yariabeln / festgesetzt 
wird. 

Weil die Größen w^q = -?(»t^) und w^^ = l(-j der Gleichung 

(2) genügen, verschwinden die beiden analytischen Aus- 
drücke 

(4) F{I{nt)/I(t)) 
und 

(5) ^(^töl^W) 
identisch. Dasselbe gilt für den Ausdruck 

(6) F(J(T)/i(nr)), 

der aus (5) hervorgeht, wenn wir t durch nt er- 
setzen. 

Der Vergleich der Ausdrücke (4) und (6) zeigt, daß die 
Gleichung (2) in Geltung bleibt, wenn wir die (Jrößen tp und 
I vertauschen. Weil diese Gleichung irreduzibel ist, können 
sich daher die beiden Polynome F{ic/I) und F{I/w) nur um 
einen konstanten Faktor unterscheiden. Es ist also 

F(w/I) = cF(I/w) 
und folglich 

F{I/w) « cF(w/I) 
also c =« ± 1. 

Wäre c «= — 1, so müßte F{I/I) = sein; es wäre also 
das Polynom F{wll) durch die Differenz w — I teilbar. Dies 
ist unmöglich, weil die Gleichung (2) irreduzibel ist. Es ist 
daher 

(7) F(wir) - F{I/w) . 

Das Polynom F(w/r) ist in bezug auf die Variable w vom 
Grade m = if(n) und der Koeffizient von tdf^ hat den Koeffi- 
zienten 1. Folglich ist das Polynom auch in Beziehung auf 
die Variable I vom Grade m und der Koeffizient von I^ ist 
= 1. Daraus folgt: die Koeffizienten Ä^A^ - * ' Ä^_i 
der Gleichung (2) sind höchstens vom Grade »i — 1 
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in der Variabeln I^ der Koeffizient A^ ist vom 
Grade m. 

Um die ganzen Funktionen A^A^- - > Ä^ der Variabeln I 
zu berechnen^ kann man sie erst mit unbestimmten Koeffizienten 
ansetzen und dann in die Gleichung (2) für / die Reihe (3)^ 
für w die Reihe 

«-»0 - -W^ [l + 7448»« + 196 884?*- + • • •] 

substituieren. Indem man die Koeffizienten der einzelnen 
Potenzen der Größe g gleich Null setzt; erhält man lineare 
Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten der Funktionen 

-^i-^j • • * -^• 

Diese Koeffizienten ergeben sich als rationale Zahlen, 
weil die Koeffizienten der Reihenentwicklungen rationale 
Zahlen sind. 

Dieses Verfahren gestaltet sich aber praktisch sehr lun- 
standlich, weil die zu bestimmenden Koeffizienten sehr große 
Zahlen sind; es ist deshalb nur für den Fall n^2 durch- 
geführt worden. r 

Man gelangt durch die folgende Überlegung zu Glei- 
chungen, die eine große Analogie mit der Invariantengleichung 
zeigen : es sei u «-> f{x) eine Modulfunktion, die der algebraischen 
Gleichung 
(8) *(w//) = 



genügt. Wir setzen wie oben 
und femer 



^-^^(SS) (ad-6c-n) 






i+htj 
Zwischen den Größen w und v besteht die Gleichung 

(9) 0(t;/M?)-O. 

Eliminiert man aus den Gleichungen (2), (8) und (9) die 
Größen I und w, so ergibt sich eine Gleichung 

(10) ^{v/u) = 
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zwischen den Größen 

u^fir) und «-^t+fO- 

Man bezeichnet eine derartige Oleichung als ,,Modnlargleichung^. 
Die am Schlofi des § 109 erwähnten Gleichungen zwischen 
den Größen 

*«(r) und «»W^Ä'gljlt) 

und zwischen den Größen ^k und fx gehören zu diesen Modu- 
largleichungen. Wir können auf die Theorie dieser Gleichungen 
hier nicht weiter eingehen. 



Znsammenstellang der wiehtigsten Formeln. 
I. Die ganze Funktion vierten Orades. 

= a^{x — «i) {x — a,) (a; - a^ {x — aj . 
Irrationale Invarianten. 

Ä = ÄoC«! - «,) («8 - «J 

K^B-C E^O-A r=^-JB. 
Rationale Invarianten. 
(/, - - i (AB + Br+ TA) = - ^ (^5 + BC+ C^) 

== aoa^a^ + 2aiaja8 — a^a^^ — a^a^* - a,». 
Diskriminante. 
Q =i ^»^C»= ^:;-^ (B - 0» (r - Kf (A - B)» 

Absolute InTariante. 

r_ _V_ _4(l '-^ + l)» ^ 

P.'-27flr,' 271«(1-1)« * B 

7:7-1 :l-^,»:27i?3«:(? 

- 4(A» - ;i + 1)» : {{X + 1) (2A - 1) (A - 2)]»: 27 A»(;i - 1)». 
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IL Die kmaonlaohen Formen des Integrale erster 
CKtttiing und die elllptlsolien Funktionen. 

Weierstraßsche kanonische Form. 

^ r dx_ _ ^ r dx 



H) 



Perioden 2(d^2cD|; g}^^ m^^ g^^. 



Die Großen e^e^e^ stimmen yon der Reihenfolge abgesehen 
mit den Ghrößen 

i-A i-B i-r 
12^ 12° 12' 

überein. Folglich ist 

(«I - «.)• (^ - O' («1 - «1)' - ä ö - i G,.» - 27a«). 
Im Fall reeller Größen wird 

Ci > ö, > e, 
voransgesetzi 



X -^piu) 2y(x - e,) (a: - e^) (x - e^) p\u) 

Riemannsche und Legendresche kanonische Form. 

V — I — ; ^^-^^^ _— Riemannsche kanonische Form 

j/2l/y(l-y)(l-Ä:«y) 



V =- / 






d£r 



Legen dresche kanonische Form 
dfp 
|/1 — ** flin« 9 

Perioden 2Z, 2tJE:' 
9»amt7 siny=-ir = "j/y » sn t; 



cos (p =» yT— JE?* =- yi — y = cn t? 



Vi - k^ sin« 9? - yr- *>iP* = /l - i«y = dn i; 
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danv 



dv 

disnv 
~dv~ 

ddnv 



cn t; dn t; 
=- — an t; dn t; 
— — i* snt; cnt;. 



dv 
Beziehungen zwischen den kanonischen Formen. 



,.snt;-TA:^--V^fF^ 









>/nriV - dnt; -l/^^ -V^ 






m. Die Welerstraßsohen Fimktionen. 

Die Funktionen tf(u) und g(u) 
5(«) JJ(u)rfu 

lim [g(«)- -^1-0 

f(« + 2a),)-e(u) + 2,?, v-1,2,3 ih-ij, +% 
<?, =- S(<o,) 
ijiCD, — UfO^ — Y (Legendrescbe Relation) 

log tf(tt) =■/£(«) du 
lim!^ = l 

a(u + 2ca,) — - «*'».(-+•'») tf(i«) 
»/ s (ilog«(w) / -. d*log«(»») 
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Die Funktionen (f^(u). 

^-W ^(«,^) ^(0,^) 

Darstellung durch unendliche Reihen und Pro- 
dukte. 

W;^^=^ 2Xca^ + 2fio>8 

tf(a) - un' (l - J*- ) 6"^/»"^% 
A, ;i = 0, ± 1, ± 2 • ■ • in inf. aasgenommen A — ft •= 

_^ J: ^« -,s _ ^8 ..6 fft u' . . . 

t* 2». 3. 6 2»-5-7 2* -3. 5». 7 

i'(«)=„^+2''[(«A.)'-4] 

= i + 2'!-6«* + #7 • «*+ 24-6-.«" + • • • 



rv. Die t>-Fimktlonen. 

Darstellung durch unendliche Reihen. 

nto)^ ftK' 1 Äitog 

= 2g4 sm 2^4 sin „ \-2q^ sin ^ 

* 2©j ^ 2ü)i ' ^ 2a3i 
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B,(«) - fii(«/a)i. (D,) - H^(v/K,iK') 

= 2q^ cos - + 2gA cos -^ \- 2ö4 cos 

©(u) «. ©(m/oji, (Og) = &(v/K, iE') 

= 1 — 2^7 cos h 2o^ cos 2ö*' cos 

= 1 + 20^ cos + 2cr cos h ^cr cos 

Darstellung durcli unendliche Produkte. 

«2-(l-g*)(l-2*)(l-g«)..- 

ft-(l+«')(l+9*)(l+3')--- 
«, = (H-g)(l+2')(l + ff*)... 

«,-(l-3)(l-3')(l-3*)-- 

fr(M) - ö • 2«i Bin *;^ (l - 2g* cos ^^ + ^) • (l - 2g* cos ^ +««) 

-Hi(w) - « • 2gi cos 1^ (iH- 2«» coB ^ + ?♦) • (l + 2g* coB ^ + g») . 

«(«) - ö(l - 2g cos ^ + g») (l - 2g» cos ^+ g«) • • • 

0,(«) = <2 (l + 2g coB ^'^ + g>) (1 + 2g'' cos ^ + g") ••• . 
Die Nullwerte. 
H\0) - lim ^^"^'-' "'^ = 1/e, - c, lim EME'in. 
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ZnaammensteUimg der wichtigsten Fonneln. 
Nnllpunkte. 



e(«) 



2X0}^ + 2^(0^ 
(2k + l)m^+2fim^ 

2Xa)^ + {2(i+ 1)©, 

(2X + l)(Di+(2ft+l)cD3. 



Periodizitätseigenschaften. 

9 



«tu 



JBr(w + 2a)i)--jr(tt) 

ö(w + 2cdJ - G(u) 
e,(u + 2©J « Ö,(u) 



^(w + 2©,) MH(u) 

H^{u + 2©,) = MH^{u) 
0{u + 203) = - Me{u) 



Beziehungen zwischen den vier '^'-Funktionen. 



ni 



(«u + co») 



2V« e ^'^ 
Ä(u + ©1) - J3i(M) 
^(u + ©g) « iN@{u) 

®(tt + ©,) - NH^iu) 



0(u + ©j) =- iNH(u) 
©i(u + ©,) - iNH(u) 
®i(w + cJi) - e(u) 
H^{u + ©j) iJVö(u) 



Beziehungen zwischen den (^-Funktionen und den 
^-Funktionen. 
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91 



«*W - « "» e.(o) 
«^»(«)="^"' W(o) 

« _ ^ n _ < ^ *g'^ 1 

''»"20), L 6 ^(1-«"')'J' 



/"=1 



T. Sie JaooblaohMi TimktloiMn auv oav dn v. 

y'^^ &,(0/K, iK') »^ * - ö,(0/X, .->?') 

1 H(v/K,iK') 
]/* e(v/K,iK') 






Periodizitätseigenschaften. 

sn (t? + 2K) = — snt? sn (t? + 2/^') = snt; 

cn(!; + 2Z^) = — cn t? cn (t? + 2iK') = — cn t; 

dn(t; + 2K) - dnt; dn(i? + 2iK') dnv. 

Beziehungen zwischen den drei Funktionen. 



cn 



dn t? ^ '^ Ä sn t? 

/ . r^\ ,r8ntJ / , .x;,.,v » dnt? 

^ ' ' '' k cnv 

cti(v + K + iK') i^ ^ 

V ' ' ^ ft cur 

dii(t; + ir+i je:') = »■*'—"• 

^ ' ' ^ cnv 

Duröge-Manrer, elliptlMslie Funktionen. 5. Aufl. 28 
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Vertauscliung der Größen K und K\ 



dB(i«/ü:,i2r')-S|fj^;. 



▼I. Additionstlieoreme. 

Die Weierstraßschen Funktionen. 

ky [lyV eine Permutation der Zahlen 1, 2^ 3. 

Die Jacobischen Funktionen. 

/ , N an t; cn U7 dn tr 4- Bn v; cn V dn t7 

cn (t; + w) « 
dn (t? + w?) = 



1 — A;*8n*t? Bn* w 

cn t; cn u; — sn v dn t? Rn to dn ic 

1 — Ä'sn't; fln'tt? 

dn t? dn «7 — sn v cn v an U7 cn tr 



1 — ife*8n*t7 BU* w 



Eegister. 



Abelsche Gleichung und Grappe 825. 
AbeUche Relationen 864. 
Abelsches Theorem 188. 
Additionfliheorem der W e i e r - 
8 tra fischen |)-Fnnktion 176. 

— der ^Punktion 176. 

— der Funktionen snv cni? dnr 
46. 228. 

Adjunktion einer irrationalen Gröfie 

814. 
Algebraisch normiertes Integral 

zweiter Gattung 124. 

— dritter Gattung 126. 
Altemierende Gruppe 306. 
Amplitude 40. I 
Ausartung der elliptischen Funk- i 

tionen 280. 
Ausgezeichnete Untergruppe 306. 

Charakteristik der<8'-Funktionenl92. 

Differentialgleichung der p- Funk- 
tion 162. 

— der Funktionen sn© cnt? dnt? 
41. 229. 

— der Perioden 380. 
Diskriminante einer ganzen Funk- 
tion vierter Ordnung 19. 

Diskontinuierliche Gruppe 829. 
Doppellinie der Biemannschen 
Fläche 67. 
Doppelyerhältnis 10. 11. 

Einfache Gruppe 806. 
Einfach zusammenhängende Fläche 
96. 



Elliptische Funktionen 41. 160. 

zweiter und dritter Art 189. 

Erzeugende Substitutionen einer 
Gruppe 880. 

Fundamentales Periodenparallelo- 
gramm 161. 

Galoische Besolveute 320. 
Gau fische Substitution 66. 844. 
Gruppe von Substitutionen 802. 828. 
Gruppe einer Gleichung 316. 

Hauptkongruenzgruppe 408. 

Identische Substitution 22. 299. 
Index einer Untergruppe 880. 
Integrale erster, zweiter, dritter 

Gattung 6. 106. 
Intransitive Gruppe 308. 
Invariante, rationale und irrationale 

18. 

— absolute 18. 

Invariantengleichung 872. 421. 
Irreduzible Gleichung 814. 
Isomorphismus 804. 318. 

Kanonische Form des Integrals erster 
Gattung, W ei er strafische 28. 

— Bi^mannsche 27. 

— Legendresche 81. 84. 
Komplexe Multiplikation 873. 
Kongruenzgruppe 408. 

Landensche Substitution 66. 348. 
Legen dresche Belation 128. 
28* 
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Register. 



Modul und komplementärer Modul 

27. ; 

Modulfunktionen 899. i 

Modulgruppe 899. 1 

Multiplikation der ^»-Funktion 181. | 

I 

Normalintegral erster Gattung 106. ' 

— zweiter Gattung 108. ! 

— dritter Gktttung 111. 

Ordnung einer elliptischen Funk- t 
tion 161. I 

— einer rationalen Funktion der | 
Fläche T 82. 

— einer Substitution 800. 

I 
Periodenparallelogramm 149. , 

Periodenquotient 118. 

Periodizitätsmodul 108. 
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Elemente der Theorie der Funktionen 
einer l(omplexen veränderlichen Größe. 

Von 

Dr. H. Duräge, 

weil. Professor an der Univeraitöt Prag. 

5. Auflage, neubearbeitet von 

Dr. L Maurer, Professor an der Universität Tübingen. 

Mit 41 Figuren im Text. [X u, 897 S.] gr. 8. 1906. geh. n. oH. 9.—, 

in Leinwand geb. n. JL 10. — 

Darftges Buch ist unter dem mächtigen Eindruck von Biemanns grundlegenden 
Publikationeu entstanden. Sein ausschlieBlicher Zweck war, die neuen Ideen weiteren 
Kreisen zugänglich su machen. Dafi es einem Bedarfnis entgegengekommen ist, dafür 
spricht die weite Verbreitung, die es gefunden hat. Bei der Neubearbeitung des Stoffes 
ist an der Tendenz des Durögeschen Werkes festgehalten worden, es verfolgt den Zweck, 
den Leser in die Biemannsche Anschauungsweise einzuführen, und es setzt an Yorkenntnisst^n 
nicht mehr voraus, als in den üblichen Yorlesnngon Über Differential- und Integralrechnung 
gegeben zu werden pflegt. 

Durdge hat in seinem Werk die Integrale algobraischor Funktionen ausführlich be- 
handelt, ohne doch bis zur Biemannschen Thetafunktion vorzudringen. Es schien nicht 
zweckm&Blg, üim auf diesen Weg zu folgen. Zwar sind die wesentlichsten Sätze aus der 
Theorie der algebraischen Funktionen entwickelt und die Konstruktion der Biemannschen 
Flächen eingehend besprochen, aber auf die Theorie der Integrale algebraischer Funktionen 
Ist nicht eingegangen. Der Verfasser hat sich darauf beschränkt, durch ein ausführlich 
behandeltes Beispiel einen Einblick in dies weite Gebiet zu eröfinen. Dagegen ist der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ein umfangreicher Abschnitt 
gewidmet. Dafür sprachen mehrere Gründe: abgesehen davon, daB diese Theorie an und 
für sich ein großes Interesse bietet, ist sie besonders geeignet, die aDgemeinen fnnküonen- 
theoretischen Prinzipien zu erläutern; dazu kommt, daß sie den naturgemäßen Zugang zu 
der Theorie der automorphen Funktionen tröffnot, die zurzeit im Vordergrund des 
Interesses steht. 

Lehrbucji der Funktionentheorie. 

Von 

Dr. W. F. Osgood, 

Professor an dnr Harvard-Universität, Cambridge, Mass., V. St. A. 

In 2 Bänden. Mit 150 Figuren im Text. [XII u. 642 S.] gr. 8. 1907. 
In Leinwand geb. n. JC 15.60. (auch getrennt zu haben) 1. Hälfte. Mit 
73 Figuren. [306 S.] gr. 8. 1906. geh. n. J^ 7.— 2. Hälfte. Mit 
77 Figuren. [S. 307—642.] 1907. geh. n. JC 7.60. [Band U in Vorb.] 

Das Werk hat zum Ziele eine systematische Entwicklung der Funktionentheorie auf 
Grundlage der Infinitesimalrechnung und in engster Fühlung mit der Geometrie und der 
mathematischen Physik. Die eigentlichen Entwicklungen beginnen erst mit dem zweiton 
Abschnitte und behandeln vornehmlich Funktionen, welche in einem gegebenen Bereiche 
der Zahlebeno eindeutig und mit einer Ableitung versehen sind. Hierauf wird der 
Ganohysche Integralsatz eingeführt, woran sich dann jener Zyklus von Lehrsätzen an- 
knüpft, welche das natürliche Fundament für die Funktionenthoorie bilden. Der hier be- 
handelte Stoff umfaßt u. a. die Weiorstr aß sehen Beihensätze, während die rationalen 
Funktionen auf ihre funktionentheoretischeu Eigenschaften hin untersucht werden. 

Sodann sind die Biemannschen Flächen geometrisch behandelt, also unter aus- 
giebigem Gebrauche der konformen Abbildung, und ist in der analytischen Fortsetzung 
ein bestimmter Abschluß für die Grundlagen der Theorie erreicht. Hierauf folgen Anwendungen 
der Theorie auf periodische Funktionen. Der Band schließt mit einer independenten Be- 
liandlung des logarithmischen Potentials, wobei der Gesichtspunkt maßgebend ist, daß die 
ganze Funktionentheorie auch auf dieser Grundlage entwickelt werden kann. 

Der Verfasser hat vor allen Dingen eine Darlegung der komplexen Funktionentheorie 
geben wollen, welche sich auch zum ersten Studium derselben eignet und überdies sich 
unmittelbar an die Infinitesimalrechnung anschließt. Darum hielt er es für angebracht, 
in den einleitenden Kapiteln des Werkes diu grundlegenden Sätze jenes Teiles der reellen 
Analysis in möglichst einfacher Formulierung zusammenzustellen, sowie die gebräuchlichen 
Beweismethoden der modernen Analysis mit aller Klarheit auseinanderzusetzen. 
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Einleitung in die Funktionentheorie. 

* Von 

O. StolZf und J. A. Gmelnap. 

wetLand Professor Profossor 

an der Unirertit&t Innibmck an der UniTeraitftt Inntbmok. 

2., umgearbeitete und vermehrte Auflaffe der von den VerfasBem in der 
„theoretischen Arithmetik'' nicht berflcEsichtigten Abschnitte der „Vor- 
lesungen über allgemeine Arithmetik'^ von 0. Stolz. 

2 Abteilungen in einen Band gebunden. [X u. 698 S.] gr. 8. 1905. 
geb. n. JH 15.— Erste Abteilung. Mit 10 Figuren im Text [VI 
u. 242 S.] gr. 8. luOt. geb. n. Jt. 6.— Zweite Abteilung. Mit 
11 Figuren im Text. [Vm u. S. 243-598.] gr. 8. 1905. geb. n. ^ 9.— 

Sohon in der ,ftheoretisohen Arithmetik*' wurde dio eindeutige Funktion einer reeUen 
YerlLnderUchen eingeführt und yerwendet; jedoch auf die Erkiftrung der Stetigkeit einer 
solchen Funktion brauchte dort nioht eingegangen xu werden. Nunmehr tritt dieser Begriff 
in den Yordergrund. Dabei kann die unabhängige TerILnderliohe sowohl reeU, als auoh 
komplex sein. Im Falle eines komplexen Argumentes gelingt es, eine Klasse Ton Funk- 
tionen SU bilden, wofür eine wirkliche Theorie geschaffen werden kann. Nach WeierstraA 
sind dies die monogenen analytisohen Funktionen. 

Unsere „Einleitung** xerfällt in die folgenden Abschnitte: I. Die reelle Yerinderliohe 
und ihre reellen Funktionen. II. Beeile Funktionen von swei und mehr reellen Y«r- 
ftnderUohen. III. Komplexe Yeränderliohe und Funktionen. lY. Die gansen rationtfen 
Funktionen. Y. Die gansen Potensreihen. YL Kriterien fOr KouTergens und Dirergeu 
Ton unendlichen Beihen. YII. Die monogene analytische Funktion einer Yerftnderliohen 
nach Weierstrafl. YIU. Dio Kreisfunktionen. IX. Die unendlichen Produkte. X. Die 
endlichen und XL die luiendlichen KettenbrtLohe. 

Yom lY. Abschnitte an wird, soweit dies nach der Natur der Sache mOglioh ist, ein 
Unterschied swischen reellen und komplexen Werten der Yeränderlichen und Konstanten 
nioht mehr gemacht, wodurch eine wesentliohe Yereinfaohung der Darstellung erzielt wird. 
— Der YII. Abschnitt ist neue Zugabe zur ersten Bearbeitung der flbrigen Abschnitte in 
den „Yorlesungen Aber allgemeine Arithmetik'* von Stolz. Sämtliche Abschnitte sind mit 
zugehörigen Übungen versehen. 

Theorie der eindeutigen anaiytisclien Funict ionen. 

Von G. Vivanti, 

ord. Professor an der K. Universität zu Messina. 

Umarbeitung unter Mitwirkung des Verfassers deutsch herausgegeben 

Yon A. GutzmePp 

Professor an der Universität Halle a. S. 
[VI u. 512 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. JC 12.— 

Der Verfasser hat, einer Anregung des Herausgebers folgend, für die 
deutsche Ausgabe nicht nur den dritten Teil fast ganz neu gefaßt, sondern 
er hat auch die beiden ersten Teile mehr oder weniger großen Änderungen 
und Ergänzungen unterworfen. So ist z. B. die neuere Theorie der gauzen 
Funktionen zu einer wahren Monographie des Gebietes geworden, in der 
die Ergebnisse der neuesten Untersuchungen systematisch und einheitlich 
entwickelt werden. Die Literatur ist ergänzt und die Bibliographie der 
Mengenlehre eingefügt worden. — Das große Interesse, das sich an die 
geueren funktionen theoretischen Untersuchungen, insbesondere über die 
nanzen Funktionen, knüpft, läßt hofiPen, daß die vorliegende deutsche 
Umarbeitung den Kreisen der Mathematiker nicht unwillkommen sein werde. 
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Abel, Niels Henrik, CEnvres complätes. Noavelle ädition publiee aux 
frais de T^tat Norv^g^en par LSjlowetS. Lie. 2 tomes. (Tome 
Premier [VIII u. 621 S.], contenant les mämoires pubU^es par Abel. 
Tome aecond [lY u. 341 S.], contenant les m^moires posthumes 
d'Abel.) 4. 1881. geh. n Jt 24.— 

Biermaim, Dr. Otto, Professor an der k. k. Technischen Hochschule 
zu Brunn, Elemente der höheren Matl^ematik. Yorlesnsgen 
zur Vorbereitung des Studiums der Di£ferentialrechnung, Algebra 
und Fnnktionentheorie. [Xil u. 882 S.] gr.8. 1895. geh.n.JClO.—, 
in Leinw. geb. n. ^tC 11. — 

Theorie der analytischen Funktionen. [X u. 452 S.] 

gr. 8. 1887. geh n. JC 12.80, in Leinwand geb. n. JC 14.— 

Böcher, Maxime, Professor an der Harrard-Uniyersität zu Cambridge, 
Mass. V. St. A., über die Reihenentwicklungen der Potential- 
theorie, üdit einem Vorwort von F. Klein. Mit 118 Textfiguren. 
[VIII u. 258 S.] gr. 8. 1894. geh. n. JCS.— 

Bnrkhardt, Dr.H., Professor an der Uiiiversität Zürich, Entwicklungen 
nach oscillierenden Funktionen. Bericht, erstattet der 
Deutschen Mathematiker -Vereinigung. A. u. d. T.: Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. X. Band. 11. Heft 
1. Lfg. [176 S.] gr.8. 1901. geh. n. UK 5 . 60. 2. Lfg. [S. 177— 400.] 
gr.8. ly02. geh. n. UK 7.60. 3. Lfg. [S. 401— 768.] gr.8. 1903. 
n.UK 12.40. 4. Lfg. [S. 769— 1072.] gr.8. 1904. geh. n. ^ 10.- 
6. Lfg. [S. 1078—1392.] gr. 8. 1906. geh. n. ^ 10.— 
[Fortsetzung in Yorbereitnng.] 

Dini, Ulisse, Professor an der Uniyersität Pisa, Grnndlagen für 
eine Theorie der Funktionen einer veränderlichen reellen 
Größe. Mit Genehmigung des Verfassers deutsch bearbeitet von 
Geh. Hofrat Dr. Jacob Lüroth, Professor in Freiburg i. B. und 
Adolf Schepp, weiland Oberleutnant a. D. in Wiesbaden. [XVIII 
u. 554 S.] gr. 8. 1892. geh. n. JC 12.—, in Leinw. geb. n. JC 18.— 

Durdge, Dr. H., weiland Professor an der Universität Prag, die ebenen 
Kurven dritter Ordnung. Eine Zusammenstellung ihrer be- 
kannteren Eigenschaften. Mit 44 Figurep in Holzschnitt. [XH u. 
348 S.] gr. 8. 1871. geh. n. JC 7.20. 

Frioke, Dr. Bobert, Professor an der Technischen Hochschule zu Braun- 
schweig, und Geh. Regierungsrat Dr. Felix Klein^ Professor an der 
Universität Göttingen, Vorlesungen über die Theorie der 
automorphen Funktionen. In 2 Bänden. 

L Band: Die grnppentheoretischen Ornndlagan. Mit 198 Figuren im 
Text [XIV u. 634 S] gr. 8. 1897. geh. n. Jiii.— 
U. — Die fnnktionentheoretiich en Ansführnngen nnd die An- 
wendungen. 1. H&llte. Engere Theorie der aulomorphen 
Funktionen. Mit 54 Figuren im Text. [282 8.] gr.8. 1901. geh.n.JKlO.— 

Hensel, Dr. Kurt, Professor der Mathematik an der Universität Mar- 
burg a. L., und Dr. Qeorg Landsberg, Professor der Mathematik an 
der Universität Breslau, Theorie der algebraischen Funktionen 
einer Variablen und ihre Anwendung auf algebraische 
Kurven und Abelsche Integrale. Mit vielen Figuren im Text. 
[XVI u. 708 SJ gr. 8. 1902. In Leinwand geb. n. JC 28.— 

Klein, Geheimer Begierungsrat Dr. Felix, Professor an der Universität 
Gtöttingen, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen 
Modulfunktionen. Ausgearbeitet und vervollständigt von Dr. 
Robert Fricke, Professor an der Technischen Hochschule zu Braun- 
schweig. 2 Bände. Mit Figuren im Text. gr.8. geh. JederBandn.<>^24. — 

Einsein: I. Band. Grundlegung der Theorie. [XX n. 764 S.] 1890. 

II. — Fortbildung und Anwendung derTheorie. [Xyu.712 S.] 1892. 
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Kraser. Dr. A., Professor an der Technischen Hochschule zn Earlaixüie,, 
LenrbuchderThetafunktionen. Mit 10 Figuren im Text. [XXIV 
u. 512 S.] gr. 8. 190S. In Leinwand geb. n. JL 24.— 

Neumann^ Dr. Carl, Professor der Mathematik an der Universität Leipzig 
Vorlesungen über Riemanns Theorie der Abelschen Inte- 
grale. 2., vollstSAdig umgearbeitete und wesentlich yermelurte 
Auflage. Mit zahlreichen Holzschnitten im Text und 1 lithogra- 
phischen Tafel. [XIV u. 472 S.] gr. 8. 1884. geh. n. Ut 1« . — 

Nielsen, Dr. Niels, Privatdozent in Kopenhagen, Inspektor des mathe- 
matischen Unterrichts an den Gymnasien Dänemarks, Handbach 
der Theorie der Zylinderfunktionen. [XIV u. 408 S.] gr. S. 
1904. In Leinw. geb. n. Jt 14. — 

Handbuch der Theorie der Gammafunktionen. [X n. 

826 S.l gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. UK 12.— 

Theorie des Integrallogarithmus und verwandter 

Transzendenten. [VI u. 106 S.J gr. 8. 1906. geh. n. «>^ 3.60. 

Sauaenberger, Dr. Otto, Professor an der Musterschule zu Frankfurt a.M., 
Lehrbuch der Theorie der periodischen Funktionen einer 
Variabein mit einer endlichen Anzahl wesentlicher Dis- 
kontinuitätbpunkte nebst einer Einleitung in die all- 
gemeine Funktionentheorie. Mit Figuren im Text. [VIII u. 
476 S.] gr. 8. 1884. geh. n. JL 10.80. 

Riemann, Bernhard, gesammelte mathematische Werke und 
wissenschaftlicner Nachlaß. Herausgegeben unter Mitwirkung 
von R. Dedekind und H. Weber. 2. Aufl. bearb. von H. Weber. 
Mit dem Bildnis Riemanns. [Xu.558S.] firr.8. 1892. geh. n. **: 18 . — 

gesammelte mathematische Werke und wissenschaft- 
licher Nachlaß. Nachträge, herausgegeben von M. Noether, 
Professor an der Universität Erlangen, und W. Wirtinger, Professor 
an der Universität Wien. Mit 9 Figuren im Text. [VIH u. 116 S.] 
gr. 8. 1902. geh. n. c/ä: 6.— 

Vorlesungen über elliptische Funktionen. Mit Zusätzen herausg. 



von H. Stahl. Mit 20 Textfiguren. [Vm u. 144 S.] gr. 8. 1899. 
geh. n. Jt 6.60. 

Rost, Dr. Georg, Professor an der Universität Würzburg, Theorie 
der Riemaunsühen Thetafunktion. [IV u. 66 S.] gr. 8. 1902. 
geh. n. JL \:. — 

Sohoenflies, Dr. Arthur. Professor der Mathematik an der Universität 
Königsberg i. Pr., die Entwickelung der Lehre von den 
Puiiktmannigfaltigkeiten. I. Teil. Mit Figuren im Text. 
[VI u. 201 S.] gr. 8. 1900. geh. n. JK 8. — II. Teil. Mit 26 Figuren. 
[X u. 881 S.] gr. 8. 1908. geh. n. UK 2.— 

Stahl, Dr. Hermann. Professor der Mathematik an der Universität 
Tübingen, Theorie der Abelschen Funktionen. Mit Figfuren 
im Text. [X u. 854 S.] gr. 8. 1896. geh. n. UK 12.— 

Thomae, Dr. J., Professor an der Universität Jena, Sammlung von 
Formeln nndSätzen ausdem GebietederelliptischenFunk- 
tionen nebst Anwendungen. [IVu.44S.] 4. 1906. kart.n..4t2.80. 

Wirtinger, Dr. Wilhelm, Professor an der Universität in Innsbruck, 
Untersuchungen über Thetafunktionen. Von der philo- 
sophischen Fakultät der Universität Göttingen mit dem Beneke- 
Preise für 1896 gekrönt und mit Unterstützung der Eönigl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften daselbst herausgegeben. [VIII u. 125 S.J 
gr. 4. 1896. geh. n. Ufc 9.— 
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